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Ebene Geometrie. 



I. Abschnitt. 

Symmetrie und Kongruenz. 



1. Kapitel. 

Der Kreis« Der geometrisclie Ort. 

§ 1. Entstehimg. 

1. Wenn sich die Strecke CA um den einen End- 
punkt C dreht, bis sie wieder in üire ursprüngliche Lage 
zurückkehrt, so beschreibt der andere Endpunkt den 
Kreis, und die Strecke selbst erzeugt die Kreisfläche. 
Der Punkt C wird der Mittelpunkt, das Zentrum, die 
Strecke AC der Halbmesser, Kadius, genannt. Man sagt, 
der Kreis wird aus dem oder um den gegebenen Mittel- 
punkt mit dem gegebenen Halbmesser beschrieben. AJle 
Radien eines Kreises sind einander gleich. 

2. Jede Strecke, welche zwei Punkte des Umfangs 
verbindet, heisst Sehne; sie zerlegt denselben in zwei 
Bögen. G-eht die Sehne durch den Mittelpunkt, so 
wird sie Durchmesser genannt. Jeder Durchmesser 
teilt den Umfang in zwei Halbkreise. Alle Durch- 
messer eines Kreises sind einander gleich. (Warum?) 
Wenn eine G-erade den Kreis schneidet, so geschieht 
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dies stets in zwei Punkten; die Gerade heisst Sekante. 
Geht die Sekante durch das Zentrum, so wird sie zur 
Zentrale. — Yon zwei Bögen eines und desselben Kreises 
kann man den einen durch Drehung um das Zentrum 
zur Deckung mit dem anderen bringen. (Mechanisch mit 
Hilfe eiaes Stückchens Pauspapiers.) 

3. Forderungssatz : Eiaen Kreis zu konstruieren, 
wenn der Mittelpunkt und der Badius gegeben sind; — 
wird mit Hufe des Zirkels ausgeführt. 

4. Ein Punkt liegt entweder auf dem Kreise oder 
ausserhalb oder innerhalb des Kreises, je nachdem 
sein Abstand vom Zentrum ebensogross oder grösser 
oder kleiner als der Halbmesser ist. 

5. Kreise von gleichen Badien heissen gleich, mit 
verschieden langen Badien ungleich. Wenn eia Ej-eis 
einen andern schneidet, so erfolgt dies stets in zwei 
Punkten. Kreise mit demselben Mittelpunkt liegen kon- 
zentrisch, mit verschiedenem Mittelpunkt exzentrisch. 

6. Man denkt sich den Umfang eines Kreises in 360 
gleiche Bögen zerlegt und nennt jeden solchen Teü eiaen 
Bogengrad, kurz Grad. Ein Grad (O) hat 60 gleiche 
Minuten (') und eine Minute 60 gleiche Sekunden ("). 
— Partes minutae primae, partes minutae secundae. — 
Ein Bogen von 90® heisst ein Quadrant, ein solcher von 
60 ® ein Sextaut u. s. w. — Die Teüung des ümfanges 
in 360 gleiche Teile lässt sich mit Lineal und Zirkel 
nicht ausführen. 

7. Aufgabe: Einen Punkt zu finden, der von einem 
gegebenen Punkte A die vorgeschriebene Entfernung e 
hat. — Lösung: Es giebt unzählig viele Punkte, welche 
der Aufgabe genügen; alle liegen auf dem Kreise, der 
um A mit e beschrieben wird. 

8. Der geometrische Ort. Wenn die Lage eines 
Punktes vermöge der Bedingungen, die er erfüllen soll, 
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nicht hinreichend bestimmt ist, so ist sie doch oft auf 
eine Linie beschränkt, auf welcher der Punkt liegen 
muss. Diese Linie heisst der geometrische Ort des 
Punktes. 

9. Der geometrische Ort des Punktes, der 
von einem gegebenen Punkt eine gegebene 
Entfernung hat, ist der Kreis aus dem ge- 
gebenen Punkt mit der gegebenen Entfernung 
als Eadius. 

§ 2. Uebungen. 

1. Auf der gegebenen Geraden L von dem auf ihr 
liegenden Punkte A aus eine Strecke gleich s abzu- 
tragen. 

2. Die gegebene Strecke AB zu verdoppeln, zu ver- 
dreifachen. 

3. Auf der Geraden L den Punkt X zu finden, der 
von dem gegebenen Punkte A die Entfernung e hat. 

4. Die Punkte zu finden, welche von A die Ent- 
fernung a und zugleich von B die Entfernung b haben. 

5. Die Punkte zu finden, welche von A und B die 
gleiche vorgeschriebene Entfernung a haben. 

6. Die Punkte zu finden, welche von A und B die 
Entfernung AB haben. 

7. In den gegebenen Kreis O eine Sehne von der 
Länge a einzutragen. 

8. Lege in den Kreis O hintereinander Sehnen gleich 
dem Badius! Wie viele solcher Sehnen erhält man? 

9. Mit einem gegebenen Eadius einen Kreis zu be- 
schreiben, der durch zwei gegebene Punkte geht. 

10. Mit einem gegebenen Radius einen Kreis zu 
zeichnen, dessen Zentrum auf einer gegebenen Geraden 
liegt und der durch einen gegebenen Punkt geht. 

11. Halbiere die Strecke AB durch Versuche mit 
dem Zirkel. 
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2. Kapitel. 

Der Winkel. 

§ 3. Entstehung nnd Bezeichnung. 

1. Zwei Strahlen, die von demselben Punkte aus- 
gehen, bilden einen "Winkel (^). Er ist das Mass der 
Drehung, durch welche der eine Strahl in die Lage des 
andern gebracht wird. Die beiden Strahlen werden die 
Schenkel, der Punkt Spitze, Scheitel genannt. 

Bemerkung. Streng genommen büden die beiden 
Strahlen zwei WinkeL Fig. 1. 

2. Bezeichnet wird der Winkel a) durch drei grosse 

lateinische Buchstaben, von denen der- 
jenige, welcher an mittlerer Stelle ge- 
nannt wird, am Scheitel, die beiden 
anderen an beliebigen Punkten der 
Schenkel stehen, z. B. Fig. 1 -^ ABC 
oder ^ CBA; b) wenn kein Miss- 
verständnis obwalten kann, durch den 
Scheitelbuchstaben allein, z. B. «^ B ; c) dm-ch einen kleinen 
griechischen Buchstaben, der zwischen die Schenkel ge- 
zetzt wird, z. B. ^ a. 

3. Die Grösse des Winkels ist von der Länge seiner 
Schenkel unabhängig. 

4. Bemerkung. Die Bezeichnung der Punkte mit 
grossen, der Strecken mit kleinen lateinischen und der 
Winkel mit kleinen griechischen Buchstaben rührt von 
Euler (geb. 1707 in Basel, gest. 1783 in Petersburg) her. 

§ 4. Einteilung der Winkel. 

1. Wenn man sich in Fig. 1 den Strahl BA um B 
so weit gedreht vorstellt, bis er mit seinem Gegenstrahl 
zusammenfällt, so heisst der erzeugte Winkel ein ge- 
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streckter oder flacher. Führt der Schenkel BA eine 
volle Drehung aus, so nennt man den entstandenen "Winkel 
einen vollen. Alle flachen Winkel sind einander gleich, 
ebenso die voUen. Der hohle (konkave) Winkel ist 
kleiner, der erhabene (konvexe) grösser als der flache. 

2. Die Hälfte des gestreckten Winkels heisst ein 
rechter Winkel (E). Die Schenkel eines rechten Winkels 
stehen senkrecht (J_) aufeinander; der eme ist das Lot, 
die Senkrechte des andern; der Scheitel wird Fnss- 
punkt genannt. — Alle rechten Winkel sind einander 
gleich (wanim?). — Der spitze Winkel ist kleiner, der 
stumpfe gi*össer als ein rechter; beide Arten heissen 
schiefe Winkel. 

3. Folgerungen. In einem Punkt einer Geraden 
giebt es auf dieser nur ein Lot. Ein gestreckter Winkel 
ist gleich 2 E, ein voller gleich 4 E. 

4. Bemerkung. Das Ziehen von Senkrechten erfolgt 
auf mechanischem Wege mit Hilfe desjenigen Instnunents, 
das man „Winkel" zu nennen pflegt. 

§ 5. Winkelvergleichimg. 

1. Denkt man sich einen Winkel auf einen anderen 
gelegt, imd es decken sich hierbei die Schenkel paar- 
weise, so sind die Winkel gleich. 

2. Zieht man durch den Scheitel eines Winkels eine 
Oerade, die in die Winkelfläche fäUt, so wird der Winkel 
in zwei Teile zerlegt. Die (jerade, welche einen Winkel 
in zwei gleiche Teile zerlegt, ihn halbiert, heisst 
Mediane, Winkelhalbierende. 

3. Wird ein Winkel so auf einen zweiten gelegt, 
dass die Scheitel und ein Paar der Schenkel zusammen- 
fallen, und es deckt dabei der erste Winkel niu* einen 
Teil des zweiten, so ist der erste kleiner als der 
zweite und dieser grösser als jener. 
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§ 6. Winkel nnd Kreis. 

1. Zieht man, Fig. 2, in dem Kreise C die Strahlen 
CA und CB, so wird der von ihnen gebildete Winkel 

D AGB ein Zentriwinkel und der Bogen 

AB der zum Winkel gehörige Bogen 
genannt. Ist ferner in demselben Kreise 
Bogen DE gleich Bogen AB und zieht 
man die Strahlen CD und CE, so ist 
•^ DCE = ACB, weil sie durch eine 
Drehimg um C zur Deckung gebracht 
**' • werden können. Dabei fallen auch die 

Sehnen DE und AB zusammen. Hieraus folgt: 

In demselben Kreise gehören zu gleichen 
Bögen gleiche Sehnen und gleiche Zentri- 
winkel. Der Satz ist auch richtig, wenn die Bögen 
gleichen Kreisen angehören. 

2. Die natürlichste Masseinheit der Winkel ist der 
voUe Winkel. Derselbe wird in 360 gleiche Winkel zer- 
legt gedacht, wovon jeder ein Winkelgrad, kurz G-rad (^) 
heisst. Der Grad zerfällt in 60 gleiche Minuten winkel, 
Minuten ('), und eine Minute in 60 gleiche Sekunden- 
winkel, Sekunden ("). 

3. Folgerung. Jeder Winkel hat soviele Grade, 
Minuten, Sekunden als sein zugehöriger Bogen. 

4. Der Transporteur dient zum Messen gezeich- 
neter und zum Zeichnen gemessener Winkel 

§ 7. Operationen mit Winkeln. 

1. Aufgabe. Einen Winkel zu übertragen; d. h. an 
die gegebene Gerade AB in dem gegebenen Punkte A 
einen Winkel gleich dem gegebenen Winkel CDE an- 
zutragen. 
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Konstruktion. Um D nnd A beschreibe mit 
gleichen Kadien Kreise. Der erstere schneidet die 
Schenkel in C mid E, 
der andere die G^erade 
in B. Lege hierauf in 
den Kreis A die Sehne 
BF = CE und ziehe AF. » E A 

Es ist <^ F AB der ge- ^*«- »• 

suchte. — Der angetragene Winkel kann vier ver- 
schiedene Lagen eümehmen. 

2. Die Summe zweier Winkel wird erhalten, wenn 
man den einen an den andern anträgt, so dass sie den 
Scheitel imd einen Schenkel gemeinschaftlich haben. 
Durch wiederholtes Anlegen lässt sich ein Winkel ver- 
vielfachen. 

3. Ein kleinerer Winkel lässt sich von einem grösseren 
durch Aufeinanderlegen abziehen. Dabei müssen die 
Winkel den Scheitel und einen Schenkel gemeinsam 
haben. 

4. Um einen Winkel in eine Anzahl gleicher Teüe 
zu zerlegen, wird der zugehörige Bogen in die vorge- 
schriebene Anzahl gleicher Teüe zerlegt. Hierauf ver- 
bindet man die Teilpunkte mit dem Scheitel. 

5. Bemerkung. Die Halbierung eines Winkels wird 
später gezeigt. Die Trisektion eines beliebigen Winkels 
ist mit Zirkel und Lineal nicht ausführbar. 

§ 8. Nebenwinkel, Scheitelwinkel. 

'Zwei einander schneidende Linien büden vier 
Winkel, die paarweise mit dem Namen Neben- bezw. 
Scheitelwinkel belegt worden sind. 

1. Nebenwinkel sind zwei hohle Winkel, welche 
den Scheitel imd einen Schenkel gemeinsam habe», 
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während die beiden andern Schenkel eine Gerade bilden. 
Z. B. Fig. 4: ^ a und ß^ ß und y, y und 5, d und a. 

2. Aus der Definition er- 
gi^bt sich: 

Die Summe zweier Ne- 
benwinkel ist ein flacher 
Winkel oder gleich 2 E. 

3. Folgerung. Nebenwinkel 
sind im allgemeinen ungleich 
gross ; der eine ist spitz, der an- 

^**' *• dere stumpf. Im besonderen Falle 

können Nebenwinkel gleich sein, dann ist jeder ein rechter. 

4. Kehrsatz. Haben zwei "Winkel den Scheitel und 
einen Schenkel gemeinsam und beträgt ihre Summe 2 R, 
so bilden die nicht gemeinschaftlichen Schenkel eine 
Gerade. Beweis! 

5. Zu gleichen Winkeln gehören gleiche Nebenwinkel. 

6. Scheitelwinkel sind zwei hohle Winkel von 
solcher Lage, dass die Schenkel des einen die Gegen* 
strahlen der Schenkel des anderen sind. Z. B. Fig. 4 
^ a und y, ß und d, 

7. Durch Anwendung des Satzes 2 dieses Paragraphen 
erhält man ^a + ß=2 R und ebenso ^ß + y = 2 R. 
Hieraus folgt '^a4-ß = ß'\-y iiiid damit auch ^a = y, 
d. h. Scheitelwinkel sind einander gleich. 

8. Kehre den Lehrsatz von den Scheitelwinkeln um 
und beweise die Umkehrung! 

9. Zwei gleiche Winkel haben auch gleiche Scheitel- 
winkel. 

§ 9. Ergänzungswinkel. 

1. Zwei Winkel, deren Summe 1 R ausmacht, heissen 
komplementär, und jeder von ihnen ist das Komple- 
ment des andern. Zwei Winkel, deren Summe 2 R 
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beträgt, heissen supplementär, und jeder von ihnen ist 
das Supplement des andern. 

2. Zusatz. Nebenwinkel sind supplementär. 

§ 10. üebnngen. 

1. Wie gross ist der Winkel auf der Windrose 
zwischen den Richtungen N. und ONO.? 

2. Wie gross sind die beiden Winkel, welche die 
Zeiger einer Uhr um 3 Uhr oder um 5 Uhr bilden? 

3. Berechne den Winkel, den der Stundenzeiger in 
1^ 30', der Minutenzeiger in 45' zurücklegt. 

4. Unter welchem Winkel erscheint uns der Durch- 
messer der Mond- bezw. der Sonnenscheibe? 

5. Der Wegerich zeigt '/g Blattstellung, die Eiche '/s. 
Wie gross ist der Winkel von einem Blatt bis zum 
nächsten? 

6. a, /?, y sind drei Winkel und es ist a > /? > y. Man 
bilde a + ßj a— /?, a-\-y—ß, 2 a. 

7. Konstruiere die Nebenwinkel, den Scheitelwinkel 
zu einem gegebenen Winkel! 

8. Finde den Supplementwinkel zu einem gegebenen 
Winkel! 

9. Von zwei Nebenwinkeln ist der eine das Doppelte 
des andern; wie gross ist jeder? 

10. Es ist <a = 47o 16' 33". Wie gross ist sein 
Komplement-, Neben-, Supplementwinkel? 

11. Alle Winkel einerseits einer Geraden mit dem- 
selben Scheitel geben 2 R zur Summe. 

12. Alle Winkel um einen Punkt betragen 4 R zu- 
sammen. 

13. Die Halbierungslinien zweier Nebenwinkel stehen 
senkrecht aufeinander. 

14. Die Lote, welche man im Scheitel eines Winkels 
auf dessen Schenkeln errichtet, schliessen einen Winkel 
gleich dem gegebenen oder das Supplement desselben ein. 

M Ehler, Geometrie. 2 
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15. Die Gerade, welche einen Winkel halbiert, hal- 
biert auch den Scheitelwinkel. 

16. Schneiden sich drei Geraden in einem Punkt^ 
so ist die Summe dreier nicht aneinaiidergrenzender 
Winkel 2 R. 



3. Kapitel. 

Ton den Figuren im allgemeinen. 

§ 11. Bezeichnung. 

1. Ein vollständig begrenzter Teil der Ebene heisst 
Figur; der Linienzug, welcher die Grenze darstellt, 
wird ihr Umfang genannt. Je nach dem Umfange 
werden geradlinig, krummÜQig, gemischtlinig begrenzte 
Figuren unterschieden. 

2. Die Strecken, welche eine geradlinige Figur be- 
grenzen, heissen Seiten. Je zwei aufeinanderfolgende 
Seiten schliessen einen Winkel (Innenwinkel) ein. Die 
Scheitel der Winkel sind die Ecken der Figur. Ist 
der Winkel an einer Ecke hohl oder erhaben, so wird 
sie aus- bezw. einspringend genannt. Im folgenden 
sind, falls nicht das Gegenteil betont wird, nur Figaren 
mit lauter ausspringenden Ecken vorausgesetzt. Eine 
Strecke, die zwei nicht aufeinanderfolgende Ecken ver- 
bindet, heisst Diagonale. Die Verlängerung einer Seite 
bildet mit der nächsten Seite einen Aussenwinkel. 
Strecken und Winkel eioer Figur werden die Stücke 
derselben genannt. 

3. Bezeichnet wird eine geradlinige Figur durch 
grosse lateinische an ihre Ecken gesetzte Buchstaben. 

4. Jede geradlinige Figiu* hat ebensoviele Seiten 
wie Ecken. Zu ihrer Begrenzung sind mindestens drei 
Seiten nötig. 




Von den Figuren im allgemeinen. 19 

5. Man teilt die geradlinigen Figuren nach der 
Zahl ihrer Ecken oder Seiten ein und nennt sie Drei- 
ecke, Vierecke u. s. f., Vielecke 

(Polygone). 

6. Im Dreieck (/\) liegt jeder 
Ecke, jedem Winkel eine Seite gegen- 
über (G-egenseite), während die beiden 
anderen Seiten den Winkel ein- 
schliessen. Jeder Seite liegt eine 
Ecke, ein Winkel gegenüber (G-egen- Fig. 5. 
ecke, Gegenwinkel), während die 

beiden anderen Winkel ihr anliegen. Die Bezeichnung 
der Stücke eines Dreiecks erfolgt in der durch Fig. 5 
angegebenen Weise. 

7. Jedes Viereck hat zwei Diagonalen. 

8. Bemerkung. Unter einer Figur im weiteren Sinne 
versteht man eine Vereinigung von Punkten imd Linien. 

§ 12. Uebungen. 

1. Wieviele Aussen winkel hat ein Dreieck? 

2. Warum sind die beiden Aussen winkel, die an 
einer Ecke liegen, einander gleich? 

3. Zeichne 'ein Viereck mit einer einspringenden, ein 
Fünfeck mit zwei einspringenden Ecken. 

4. Wieviele Diagonalen giebt es im Fünfeck, im Acht- 
eck von einer Ecke aus? Wieviele im ganzen? 

5. In wieviele Dreiecke zerfällt ein Neuneck durch 
die von einer Ecke aus gezogenen Diagonalen? 

6. Im n-Eck lassen sich von einer Ecke aus (n — 3) 
und im ganzen ^/2 . n . (n — 3) Diagonalen ziehen. 

7. Jedes n-Eck zerfällt durch die von einer Ecke aus 
gezogenen Diagonalen in (n — 2) Dreicke. 
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4. Kapitel. 

Zentrische Symmetrie. 

§ 13. Erklärnngen. 

1. Der BegTÜf Figiu- wird in folgender Erörterung 
im weiteren Sinne genommen. 

2. Drehung in der Ebene ist eine Bewegimg irni 
einen festen Punkt. Unter Umdrehung versteht man 
eine Drehung imi einen flachen Winkel. 

3. Fig. 6. Mächt die Strecke 
AB um ihren Mittelpimkt C eine 
Umdrehung, so fällt A auf B und 
B auf A. Bilden ferner AD und 
BE mit AB gleiche Winkel, 
^a = /S, in der Lage, wie die 
Figur zeigt, so deckt nach der 
Umdrehung AD die Linie BE 
mid BE die Linie AD; mid wenn 

AD = BE ist, so gelangen D und E ebenfalls zur 

gegenseitigen Deckung. 

4. Eine Figur, die nach einer Umdrehimg lun einen 
festen Punkt ihre frühere Lage deckt, heisst zentrisch 
symmetrisch für den Punkt als Mittelpunkt. Zwei 
Stücke, welche dabei ihre Lage vertauschen, heissen 
entsprechend, homolog. 

5. Entsprechende Stücke sind einander gleich. 

6. Der Kreis ist eine zentrisch symmetrische Figm\ 

§ 14. Winkelpaare an drei Geraden. 

Werden — Fig. 7 — zwei gerade Linien AB und 
CD von einer dritten EF geschnitten, so entstehen 
8 Winkel: 4 äussere a, /?, ly, i^ imd 4 innere 7, 5, e, f. 
Dieselben werden z. T. paarweise mit Namon belegt. 
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a) Gegenwinkel: ein äusserer und ein innerer 
auf derselben Seite der Schneidenden, z. B. a und €, 
y imd &. 

b) Konjugierte Winkel: 
zwei äussere oder zwei innere auf 
derselben Seite der Schneidenden, 
z. B. a und i?, y und e. 

c) Wechsel Winkel: zwei 
äussere oder zwei innere auf ver- c" 
schiedenen Seiten der Schneidenden, 
z. B. a und rj^ d und e. Fig. 7. 




§ 15. Parallele Greraden. 

1. Zwei Knien, die sich in ihrer ganzen Erstreckung 
nicht schneiden, heissen parallel ( || ). 

2. Grundsatz. Diu-ch einen Punkt ausserhalb einer 
Geraden lässt sich zu dieser nur eine Parallele ziehen. 

3. Aus diesem Grundsatz ergiebt sich durch ein 
indirektes Beweis verfahren: a) Zwei Geraden, die einer 
dritten parallel sind, liegen auch unter sich parallel, 
b) Schneidet eine Gerade die eine von zwei Parallelen, 
so trifft sie auch die andere. 



§ 16. Hauptsätze von den Parallelen. 

1. Werden — Fig. 8 — die beiden Linien DF und 
GE von HJ so geschnitten, dass die Wechselwinkel 
a und ß gleich sind, so ist die ganze Figiu* für C, den 
Mittelpunkt der AB, zentrisch symmetrisch. Würden 
sich nun die Linien FD und EG in einem Punkte 
schneiden, so müsste ein zweiter Schnittpunkt auch auf 
der anderen Seite vorhanden sein, denn die Figur deckt 
nach einer Umdrehung ihre ursprüngliche Lage, und 
die Gerade HJ trennt die Ebene vollständig in zwei 
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Teile. Die beiden Greraden hätten demnach 2 Schnitt- 
punkte gemeinsam, was nicht möglich ist. Mithin sind 

gemeinschaftliche Punkte über- 
haupt ausgeschlossen und die 
Geraden gehen parallel. Der 
soeben gewonnene Satz lautet: 
Werden zwei Geraden 
von einer dritten unter 
gleichen Wechselwinkeln 
geschnitten, so gehen die 
Yig.s. beiden Linien parallel. 

2. Ist die nebenstehende 
Figur in der Weise entworfen, dass zwei Gegenwinkel, 
etwa ß und y gleich gross sind, so ist auch ^a = /?; 
denn«^a = y als Scheitelwinkel imd ^ß = 'y nach der 
Yoraussetzung. Wenn aber ^a = ß ist, so geht nach 
No. 1 dieses Paragraphen DF || GE, d. h.: 

Werden zwei Geraden von einer dritten 
unter gleichen Gegenwinkeln geschnitten, so 
gehen die beiden Linien parallel. 

3. Femer sei vorausgesetzt, dass die konjugierten 
Winkel zur Summe 2 R* haben. Z. B. in obiger Figur 
sei ^a + ^=2 E. Dazu kommt ^d + ß=^2 R als 
Nebenwinkel. Mithin ist ^a = ß. Demnach: 

Werden zwei Geraden von einer dritten 
unter supplementären konjugierten Winkeln 
geschnitten, so gehen die beiden Linien 
parallel. 

§ 17. Kehrsätze von den Parallelen. 

Bei der folgenden Beü-achtimg seien zwei parallele 
gerade Linien angenommen, die von einer Geraden ge- 
schnitten werden. Es lässt sich dann zeigen, dass die 
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Umkehrungen der drei Sätze des vorigen Paragraphen 
richtig sind. 

1. Fig. 9. Gesetzt die Wechselwinkel a und ß 
seien nicht gleich. Alsdann lässt 
sich durch B die Gerade BE so 
legen, dass-^y = a wird. Nach 
§ 16, 1 muss nun BE || CA sein. 
Nach derYoraussetzung ist jedoch 
auch BD II CA. Man hätte daher 
zwei Parallelen diurch B zu CA, 
was nicht möglich ist. Der er- ^^ ^ 
haltene Widerspruch kann nur 

durch die Annahme, dass ^a = ß ist, gelöst werden. 
Analog lässt sich zeigen, dass auch jedes andere Paar 
Ton Wechselwinkeln gleich sein muss; also ist folgender 
Satz richtig: 

Werden zwei Parallelen von einer Geraden 
geschnitten, so sind je zwei Wechselwinkel 
einander gleich. 

2. Es müssen aber auch die Gegenwinkel gleich 
gross sein. Da nämlich nach dem vorigen Beweis 
^a = ß ist, und weil ^d = ß ist als Scheitelwinkel, 
so folgt -^ a = ^. In Worten: 

Werden zwei Parallelen von einer Geraden 
geschnitten, so sind je zwei Gegenwinkel 
einander gleich. 

3. Schliesslich müssen je zwei konjugierte Winkel 
zur Summe 2 R haben. Denn es ist -^ e -|- /? = 2 R als 
Nebenwinkel, femer ist nach No. 1 dieses Paragraphen 
^a^=ß\ folglich -^£ + = 2 R. Hieraus ergiebt sich 
der dritte Kehrsatz: 

Werden zwei Parallelen von einer Geraden 
geschnitten, so sind je zwei konjugierte Winkel 
supplementär. 
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§ 18. Der nnendlich ferne Punkt. 

1. Zusätze, a) Alle Lote auf einer Geradeii sind 
parallel, b) Das Lot auf einer von zwei Parallelen 
ist auch auf der anderen senkrecht, c) Yon einem 
Punkt lässt sich auf eine Gerade nur ein Lot 
fallen. 

2. In § 15, 1 wurden parallele Geraden als solche 
definiert, die sich nicht schneiden. Dieser Ausdruck 

lässt sich durch einen andern 
ersetzen. In Fig. 10 werde 
durch den Punkt A die Gerade 
AF gelegt, welche die gegebene 
L in B schneidet. Dreht man 
nun AF in bestimmtem Sinne 
um A, so rückt B auf L fort, 
_j j^ immer in weitere Ferne. Der 

Punkt B verschwindet, sowie 
AF II L wird, d. h. wenn AF mit der durch A zu L ge- 
zogenen Parallele AE zusammenfällt. Da es ferner nach 
dem Parallelaxiom durch A zu L nur eine Parallele 
giebt, so muss, bei fortgesetzter Drehung der AF über 
die Parallellage hinaus, sofort wieder ein Schneiden mit L 
stattfinden; und nach einer vollen Drehung der AF ist.B 
zu seinem Ausgangsort zurückgekehrt. Die Gerade AP 
schneidet die L sonach immer, nur dann nicht, wenn 
sie ihr parallel ist. 

Für manche Untersuchungen und Darstellungen ist 
es vorteilhaft, das Parallelgehen zweier Geraden nicht 
als Ausnahmefall aufzuführen, sondern als besonderen 
Fall des Schneidens zu behandeln, indem man sich so 
ausdrückt: Zwei parallele Geraden schneiden sich 
im Unendlichen. Da zwei Geraden sich immer nur 
in einem Punkte treffen, so nimmt man auch für den 
Grenzfall der Parallellage konsequenterweise an, dass 
zwei Parallelen nur einen unendlich fernen Punkt 
haben. 
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3. Aufgabe. Fig. 11. Durch den gegebenea 
Punkt A zu der gegebenen Geraden EC die Parallele 
zu ziehen. 

Lösung. Ziehe durch A eine ]> j^ 

die EC in B schneidende Oerade 
xrnd mache ^ DAß = ABC, so 
ist DA II EC. 

Bemerkung. Zur mechanischen - 

Konstruktion paralleler Geraden «• B c 

dienen das Lineal und der Winkel. ^*^* ^^' 

§ 19. Geschichtliche Bemerkungen. 

Euklid gab in seinen Elementen dem Parallel- 
axiom folgenden Wortlaut: „Zwei gerade Linien, die 
von einer dritten geschnitten werden, so dass die Summe 
zweier ianern konjugierten Winkel kleiner als 2 R ist, 
treffen hinreichend verlängert auf eben der Seite zu- 
sammen." Dies ist das berühmt gewordene 11. Axiom 
unter den von ihm aufgezählten Grundsätzen. Neuere 
Untersuchungen, insbesondere die von Fr. Klein, haben 
endgültig dargethan, dass der obige Satz nicht bewiesen 
werden kann. — Der Ausdruck „unendlich ferner Pnnkt" 
wurde zuerst von Desargues 1630 und später 1687 
von Newton gebraucht. Steiner sagt: „Parallele 
Geraden sind nach dem unendlich fernen Punkte 
gerichtet". 

§ 20. Die Winkel im Dreieck. 

1. Es soll untersucht werden, wie gross die Summe 
der Winkel eines Dreiecks ist. Um diesen Zweck zu 
erreichen, legt man — • Figur 12 — durch die Spitze A 
zu BC die Parallele AF. Hierauf findet sich -jCß + ci 
+ d = 2 R nach § 17, 3; aber ^d = y als Wechsel- 
winkel an Parallelen. Daher ist -^a -j-jS + y = 2 R; d.h. : 
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In jedem Dreieck ist die Summe der Winkel 
gleich 2 K. 

2. Folgerungen, a) Die Summe zweier Dreiecks- 
winkel ist kleiner als 2 K. b) Yon den "Winkeln eines 

Dreiecks sind einer stumpf und die 
__ beiden anderen spitz ; oder einer 
ein rechter und die beiden anderen 
spitz; oder alle drei spitz. 

3. Drehe die Gerade AC um A, 
verfolge dabei die Grösse der Winkel 
a, d^ y und ermittle die Bedeutung 
der Hilfslinie AF. 




Flg. 12. 



§ 21. Aassenwinkel eines Dreiecks. 

1. Ein Aussenwinkel eines Dreiecks steht in ein- 
facher Beziehung zu gewissen Dreieckswinkeln. Man 

hat nämlich — Figur 13 — 
.^ y -[- (5 = 2 R, sodann nach dem 
Satz des vorigen Paragraphen 
^a+ß + y=2B. Daher ^d 
= a -f ^. In Worten : 

Jeder Aussenwinkel 
eines Dreiecks ist gleich 

der Summe der beiden von ihm getrennt 

liegenden Dreieckswinkel. 

2. Zusatz. Ein Aussenwinkel ist grösser als jeder 
der beiden von ihm getrennt liegenden Dreieckswinkel. 




§ 22. Einteilnng der Dreiecke. 

Die Dreiecke weiden eingeteilt: 

1. Hinsichtlich der Winkel in rechtw^inklige und 
schiefwinklige, und letztere wieder in stumpf- und 
spitzwinklige. Im rechtwinkligen Dreieck heissen 
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die beiden Seiten, welche den rechten Winkel ein- 
schliessen, Katheten, und die Seite, welche ihm gegen- 
über liegt, Hypotenuse. 

2. Hinsichtlich der Seiten in gleichseitige mit 
drei gleichen Seiten, gleichschenklige mit zwei 
gleichen Seiten und ungleichseitige, worin alle drei 
Seiten unter sich ungleich sind. Die beiden gleichen 
Seiten eines gleichschenkligen Dreiecks werden Schenkel, 
die dritte Seite Basis, Grundseite genannt. Zwei 
seiner Winkel liegen an der Basis, der dritte an der 
Spitze. 

Zusatz. Ein rechtwinkliges Dreieck kann auch 
gleichschenklig sein. 

8 23. Die Winkel eines Vielecks. 

Zieht man in einem Yiereck eine Diagonale, welche 
das Yiereck in zwei Dreiecke zerlegt, so ergiebt sich, 
dass die Winkel des Vierecks 4 R zusammen betragen. 
um zu erfahren, welche Summe die Winkel eines n-Ecks 
liefern, zieht man von einer Ecke aus die sämtlichen 
Diagonalen. Durch dieselben wird das Vieleck in (n — 2) 
Dreiecke zerlegt. Die Summe der Winkel dieser Drei- 
ecke stimmt mit derjenigen des Polygones überein. Daher: 

Die Summe der Winkel eines jeden n-Ecks 
beträgt 2.(n— 2)E = (2n— 4) R. 

g 24. Uebungen. 

1. Werden zwei parallele Linien von einer Geraden 
geschnitten, so entstehen 8 Winkel; einer derselben ist 
56^ 17' 18". Wie gross sind die anderen und warum? 

2. Wie gross sind die Winkel eines Dreiecks, wenn 
sie sich wie 1:2:3 verhalten? 

3. Gehen die Schenkel zweier Winkel paarweise 
gleichgerichtet parallel, so sind die Winkel gleich. Ist 
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jedoch ein Paar entgegengesetzt parallel, so sind die 
Winkel supplementär. 

4. Zwei Punkte A und B sind zentrisch symmetrisch 
für den Mittelpunkt ihrer Verbindungsstrecke. 

5. Zwei parallele Geraden sind zentrisch symmetrisch 
für den Mittelpunkt einer zwischen sie gelegten und von 
ihnen begrenzten Strecke. 

6. Sind A und B zentrisch symmetrisch in bezug 
auf C, so ist C die Mitte von AB. 

7. Sind zwei Geraden zentrisch symmetrisch für 
einen Punkt, so sind die Geraden parallel, und der Punkt 
ist die Mitte jeder durch ihn und zwischen sie gelegten 
und von ihnen begrenzten Strecke. 

8. Liegen A und B, ebenso und D zentrisch sym- 
metrisch, so sind AC und BD gleich gross. 

9. Sind die Geraden L und L', ebenso G und G' 
zentrisch symmetrisch, so entspricht der Schnittpunkt 
(L, G) dem von (L', G), und es ist < (L, G) = (L', G'). 

10. Sind in Fig. 6 die Punkte A und B zentrisch 
symmetrisch, ist ferner <^a== ß und AD = BE, so liegen 
auch D und E zentrisch symmetrisch. 

11. Mit Hilfe des vorigen Satzes eine gegebene Strecke 
zu halbieren. 

12. Durch einen gegebenen Punkt eine Gerade zu 
ziehen, welche eine gegebene Strecke halbiert. 

13. In jedem Dreieck ist < a = 2 K — (/^ + y). 

14. Sind in einem rechtwinkligen Dreieck ß und y 
die spitzen Winkel, so ist -^ ß + y = lH oder -< /? = 1 K — y. 

15. Wenn zwei Dreiecke in zwei Winkeln überein- 
stimmen, so sind auch die dritten Winkel einander 
gleich. 

16. Die drei Aussen winkel eines Dreiecks geben 4 ß 
zur Summe. 

17. Wie gross ist die Summe der Aussenwinkel eines 
n-Ecks? 

18. Stehen die Sehenkel eines Winkels senkrecht auf 
denen eines zweiten, so sind die Winkel einander gleich 
oder supplementär. 
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19. Das Lot von der Spitze auf die Hypotenuse 
eines rechtwinkligen Dreiecks teilt dieses in zwei Drei- 
ecke. Es ist zu zeigen, dass die drei Dreiecke einzeln 
verglichen gleiche Winkel haben. 

20. Suche den Zusammenhang zwischen den Sätzen 
der Paragraphen 17 und 20 auf. 



B 



5. Kapitel. 

Axiale Symmetrie. 

8 25. Einführung. 

1. Die Bewegung einer ebenen Figm- um eine Axe^ 
die in ihrer Ebene liegt, um einen flachen 

"Winkel (im Eanme) heisst Um wen düng, 
Umklappung. 

2. Wenn man — Fig. 14 — die Strecke 
AB um das in ihrer Mitte auf ihr er- 
richtete Lot (MitteUot, Mittelsenkrechte) um- 
wendet, so fällt jeder der beiden Endpunkte 
in die Anfangslage des andern. Legt man 
durch A und B parallele Geraden zu dem 
Mittellot CD, so werden auch diese nach 
der ümklappung ihre Lagen vertauscht haben. 

3. Macht der Winkel BAC — Fig. 15 — um seine 
Halbierungslinie AE eine Umklappung, so deckt jeder 
Schenkel die ursprüngliche Lftge des 
andern; wenn ferner die Strecken AB 
und AC gleich sind, so vertauschen 
auch B und C ihre Lagen. 

4. Eine Figur (im weiteren Sinne 
des Wortes), welche nach einer Um- 
wendimg ihre Anfangslage deckt, heisst Fig. i5. 
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Fig. 14. 
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symmetrisch in Bezug auf die Drehaxe. Zwei 
Stücke, die bei der ümklappung ihre Lagen vertauschen, 
heissen homolog, entsprechend. 

5. Homologe Stücke sind einander gleich. 

6 a. Zwei Punkte sind axial symmetrisch in Bezug 
auf das Mittellot der sie verbindenden Strecke. 

7 a. Zwei Linien sind axial symmetrisch hinsicht- 
lich der Halbierungslinie eines von ihnen gebildeten 
Winkels. 

6 b. Wenn zwei Punkte bezüglich einer Axe sym- 
metrisch liegen, so ist die Axe das Mittellot der sie 
verbindenden Strecke. (Beweis!) 

7 b. Wenn zwei Linien hinsichtlich einer Axe 
symmetrisch sind, so ist die Axe die Mediane des- 
jenigen von ihnen gebildeten Winkels, in dem die Axe 
liegt. (Beweis !) 

8. Ein Kreis ist axial symmetrisch bezüglich irgend 
eines Durchmessers. 

§ 26. Beziehungen zwischen den Gegenstücken eines 

Dreiecks. Folgerungen. 

1. Es soi — Fi^. 16 — ABC ein Dreieck, m dem 

AC > AB ist. Denkt man sich 
den -jC A diu-ch AE halbiert 
und ^ ABE um AE umge- 
klappt, so fällt AB längs AO 
und, da AC >> AB ist, der 
Punkt B zwischen A und C 
nach F. Hierbei deckt ^ ABE 
den < AFE. Da nun jC. ABE 
= AFE und ^ AFE >> ACE ist als Aussen winkel des 
l\ EFC, so ist auch ^ ABE > ACE. Mithin: 

In jedem Dreieck liegt der grösseren von 
zwei Seiten der grössere Winkel gegenüber. 
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2. Es wäre jetzt zu untersuchen, ob die Umkehnmg 
des soeben gefundenen Satzes richtig ist. Dem ent- 
sprechend ist ^ ß ^ y vorausgesetzt. Wiederum sei 
AE die Mediane des <^ BAC. Es ist nun ^d = e 
und^ß>y; daher < (J + ^ >£ + ;;, folglich <?; <d 
(Supplemente). Wird jetzt /\ ABE um AE umge- 
klappt, so mu3s BE in den Winkel AEC fallen; weil 
aber dabei AB längs AC zu liegen kommt, so deckt B 
einen Punkt zwischen A und C, oder es ist AB <^ AG. 
In Worten: 

In jedem Dreieck liegt dem grösseren von 
zwei Winkeln auch die grössere Seite gegenüber. 

3. Zusätze, a) Im rechtwinkligen Dreieck ist die 
Hypotenuse grösser als jede der beiden Katheten, 
b) Dem stumpfen Winkel liegt im Dreieck die grösste 
Seite gegenüber. 

4. Verlängert man in dem /\ ABC die Ssite BA 
um AC bis E und zieht EC, so ist ^ AEC = < ACE; 
mithin ^ BCE > jC, BEC. Nach dem Lehrsatz No. 2 
in diesem Paragraphen ist daher in dem /\ BCE die 
Seite BE > BC, d. h. AB + AC > BC. In Worten: 

In jedem Dreieck ist die Summe zweier 
Seiten grösser als die dritte. 

5. Da nach No. 4 dieses Paragraphen b + c > a ist, 
so ergiebt sich durch Subtraktion b>a — c. In Worten: 

In jedem Dreieck ist eine Seite grösser als 
die Differenz der beiden anderen. 

§ 27. Das gleichschenklige and das gleichseitige 

Dreieck. 

Aus den Sätzen 1 und 2 des vorigen Paragraphen 
ergiebt sich: 

1. Im gleichschenkligen Dreieck sind die 
Basiswinkel einander gleich. 
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2. Sind in einem Dreieck zwei Winkel gleich, 
so ist es gleichschenklig". 

3. Zusätze, a) Die Basiswinkel eines gleichschenk- 
ligen Dreiecks können nur spitz sein, b) Im gleich- 
seitigen Dreieck sind alle Winkel einander gleich und 
jeder ist gleich 60^. c) Ein gleichwinkhges Dreieck 
ist auch gleichseitig. d) Im gleichschenklig recht- 
winkligen Dreieck ist jeder Winkel an der Basis gleich 
45®. e) Der Aussenwinkel an der ßpitze eines gleich- 
schenkhgen Dreiecks ist doppelt so gross als ein Basis- 
winkel. 

4. Ist in Fig. 17 AD die Mediane des Winkels an 
der Spitze des gleichschenkligen Dreiecks ABC, so ist 

dasselbe, da ^ a' = a" imd AB = AC 
ist, hinsichthch AD symmetrisch. 
Hieraus folgt BD = D C und ^ (J = 6. 
Weil aber -^ <5 -f e = 2 E ist, so er- 
giebt sich <^(5 = € — IE; d.h.: 

In jedem gleichschenkligen 
Dreieck halbiert die Mediane 
des Winkels an der Spitze die 
Grundseite und steht auf ihr 
senkrecht. 

Somit fallen in eine Gerade zu- 
sanmien: die Mediane des Winkels, 
an der Spitze, die Höhe und die Transversale auf die 
Grundseite wie auch das Mittellot auf derselben. Mit- 
hin kommen einer jeden die Eigenschaften der andern 
zu. (§ 32, Nr. 14.) 

f 28. Entfernung eines Punktes von einer Geraden. 

In diesem Paragraphen soUen die Langen der 
Strecken miteinander verglichen werden, die man von 
einem Punkte A nach einer Geraden L legen kann. 
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1. Ist AB_LL — Fig. 18 — imd AC irgend eine 
schiefe Strecke, so muss nach § 26, 3a) AB<CAC sein. 
D.h.: DasLot istdie 

kürzeste Strecke, A 

die man von einem 

Punkt nach einer 

Geraden ziehen 

kann. 

Bemerkung. DieEnt- 
femung eines Pimktes 
von einer Geraden wird 
durch dasLot gemessen. 

2. Haben femer die Endpunkte C und D zweier 
schiefen Strecken von dem Fusspunkte B des Lotes 
gleiche Entfernungen, so ist das /\ CAD in Bezug auf 
die Axe AB symmetrisch, woraus die Gleichheit der 
Strecken AC und AD folgt. In Worten: 

Zwei schiefe Strecken sind gleich, wenn 
ihre Endpunkte von dem Fusspunkte des Lotes 
gleich weit entfernt sind. 

3. Schliesslich werde AF so gelegi, dass BF>BC 
ist. Da ^ y jedenfalls ein spitzer ist, so wird dessen 
Nebenwinkel d stumpf sein. Folglich ist in . dem 
/\AFC nach § 26, 3 AF>AC. D.h.: 

Yon zwei schiefen Strecken ist diejenige 
die grössere, deren Endpunkt vom Fusspunkt 
des Lotes weiter entfernt ist. 

g 29. Das Mittellot und die Winkelhalbierende 
als geometrische Oerter. 

1. Ist in Fig. 19 GH das MitteUot auf AB, so 
ist sowohl EA = EB als auch JA = JB u. s. w., 
d. h. aUe Piuikte des Mittellots haben von A und B 

Mahler, Geometrie. 3 
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Fig. 19. 



gleiche EntferauQgeu. Umgekehrt : 
Jeder von zwei Punkten gleichweit 
entfernte Punkt liegt auf dem 
Mittellot der Yerbindungsstrecke 
beider Punkte; daher: Der geo- 
metrische Ort eines Punktes, 
der von zwei gegebenen Punk- 
ten gleiche Entfernungen hat, 
ist das Mittellot auf der Yer- 
bindungsstrecke der beiden 
Punkte. 

2. FäUt man — Fig. 20 — von 
einem beliebigen Punkte B der Win- 
kellialbierenden AB des ^DAC die 
Lote auf die Schenkel, so ergiebt 
sich ein Viereck, das hinsichtlich der 
Axe AB symmetrisch ist. Folglich 
ist BC = BD, oder irgend ein Punkt 
der Mediane hat von den Schenkeln 
des Winkels gleiche Entfernungen. 
Die Umkehrung dieses Satzes ist 
auch richtig. Demnach: 

Der geometrische Ort eines Punktes, der 
von den Schenkeln eines Winkels gleiche Ent- 
fernungen hat, ist die Mediane desselben. 




Fig. 20. 



§ 30. Zwei merkwürdige Punkte im Dreieck. 

1. Die MitteUote — Fig. 21 — auf den Seiten AB 
und BC eines Dreiecks schneiden sich in 0. Da nun 
OA = OB und OB = OC ist, so folgt auch OA = OC. 
Daher liegt nach § 29, 1 der Punkt auf der Mittel- 
senkrechten der Seite AG. In Worten: 
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Die drei Mittellote der 
Seiten eines Dreiecks 
schneiden sich, in einem 
Punkte, der von den 
Ecken gleichweit ent- 
fernt ist. 

2. Das gleiche Verfahren 
liefert den folgenden Satz: Die 

drei Medianen der Winkel eines Dreiecks 
schneiden sich in einem Punkte, der von den 
Seiten gleichweit entfernt ist. 



8 31. Anfgaben. 

1. Auf der gegebenen Strecke AB — Fig. 22 
das ^Mitteilet zu errichten. 

Konstruktion. Beschreibe um A 
imd B mit gleichen Kadien Ki-eise, 
welche sich in C und D schneiden; ziehe 
CD, welche Linie das verlangte Lot ist. a 

Bemerkung. Die Lösung dieser Auf- 
gabe erledigt auch die weitere: die ge- 
gebene Strecke AB zu halbieren. 

2. Den gegebenen Winkel BAC 
— Fig. 23 — zu halbieren. 

Konstruktion. Trage auf den 



>< 



Fig. 22. 



B 



Schenkeln die gleichen Strecken 
AB^AC ab. Beschreibe aus 
B imd C mit gleichen Radien 
Kreisbögen, die sich in E 
schneiden. Die Gerade AE ist 
die gesuchte Mediane. 

3. In einem gegebenen 
Punkte A — Fig. 24 — einer 
gegebenen Geraden L das Lot auf dieser zu emchten. 

3* 
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Fig. 24. 



L C^ 



Konstruktion. Mache AB 
= AC und schlage aus B und 
C mit gleichen Radien Kreis- 
bögen, die sich in E schneiden. 
Die Gerade AE ist das ge- 
suchte Lot. 

4. Von dem gegebenen Punkt 
A — Fig. 25 — auf die gegebene 
Gerade L das Lot zu fällen. 

Konstruktion. Beschreibe lun 
A einen Kreis, der L in B und C 
schneidet. Um B und C zeichne mit 
gleichen Eadien Bögen, die sich 
in E treffen. AE ist das ver- 
langte Lot. 

Bemerkung. In den Lösungen 
der Aufgaben 1 — 4 sind die 
Radien der zu zeichnenden Kreise 
hinreichend gross zu nehmen. 

5. Den gegebenen rechten Winkel 
ABC — Fig. 26 — in drei gleiche 
Teile zu teüen, zu trisezieren. 

Konstruktion. Beschreibe um 
B einen Kreis, welcher die Schenkel 
in A und C schneidet. Lege in den 
Quadranten die Sehnen AE und CF 
gleich dem Radius des Kreises. Ziehe 
BE und BF. Diese Linien trisezieren den Winkel. — 
6. Beweise die Richtigkeit der Konstruktionen 1 — 5. 



Fig. 25. 




Fig. 26. 



8 32. Uebnngen. 

L Sind die Endpunkte zweier Strecken paarweise 
axial symmetrisch, so sind die Strecken einander 
gleich. 
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2. Sind die Sehenkel zweier Winkel paarweise axial 
symmetrisch, so sind die Winkel gleich. 

3. Einen Winkel von 75®, von 91^1%^ zu konstruieren. 

4. Einen gestreckten Winkel zu trisezieren. 

5. Ist in A ABC die Seite AB = AO und verlängert 
man BA bis E um jAC, so ist die Verbindungslinie 
EC_LBC. 

6. Auf der Strecke AB in ihrem Endpunkte B das 
Lot zu errichten. 

7. In einem gleichschenkligen Dreieck sei ein Basis- 
winkel das Doppelte des Winkels an der Spitze. Wie 
gross ist jeder? Was für Dreiecke entstehen durch 
Halbieren des Basiswinkels? 

8. Ist in dem rechtwinkligen A ABC der spitze <^ B 
die Hälfte des anderen spitzen <^ C, so ist die Hypo- 
tenuse BC-=2.CA. Trifft das Mittellot auf der Hypo- 
tenuse diese in D, die AB in E und die verlängerte CA 
in P, soistBE =2EA; ferner EF = 2 .DE und AF = CA. 

9. Der geometrische Ort eines Punktes, der von 
zwei Parallelen gleiche Entfernungen hat, ist die Parallele 
in mittlerer Entfernung. 

10. Auf der gegebenen Geraden L den Punkt zu 
finden, der a) von zwei Punkten, b) von den Schenkeln 
eines Winkels, c) von zwei parallelen Linien gleiche 
Entfernungen hat. 

IL Den Punkt zu finden, der von drei gegebenen 
Punkten gleiche Entfernungen hat. 

12. Den Punkt zu finden, der von drei gegebenen 
Geraden gleiche Entfernungen hat. Wieviele solcher 
Punkte giebt es? 

13. Die Lote, welche man von den Ecken eines Drei- 
ecks auf die Gegenseiten fällen kann, lieissen die Höhen 
des Dreiecks. Die Verbindungslinien der Ecken eines 
Dreiecks mit den Mitten der Gegenseiten werden die 
Transversalen, Schwerlinien des Dreiecks genannt. In 
jedem Dreieck ist die Summe der Höhen kleiner als 
die Summe der Seiten. 
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14. Im gleichschenkligen Dreieck sind die Medianen 
der Basiswinkel einander gleich. 

15. Im gleichseitigen Dreieck sind die Höhen ein- 
ander gleich. 

16. Liegt der Punkt D innerhalb des Dreiecks ABC 
und wird er mit B und C verbunden, so ist a) DB + DC 
<AB + AC und b) <BDC>BAC. 

17. In jedem Viereck ist die Summe dreier Seiten 
grösser als die vierte. Der gleiche Satz gilt für das 
Fünf-, Sechseck u. s. w. Allgemein : die gerade Linie 
zwischen zwei Punkten ist kürzer als jede gebrochene 
oder krumme Linie zwischen diesen Punkten. 

18. Im t: ABC bei b > c; ferner AD_LBC. Klappt 
man /\ ABD um AD in die Lage DAE um, so ist 
<EAC = /?— y. 

19. Im /ABC sei b > c; ferner halbiere AD den 
<^BAC. Die ümklappung des /\ ABD um AD bringt 
dasselbe in die Lage AED. Beweise, dass <^ EBC = 
V2 {ß-y) ist. 

20. Jeder Punkt, der nicht auf dem Mittellot der 
Strecke AB liegt, hat von A und B ungleiche Ent- 
fernungen. 

21. Jeder Punkt, der nicht auf der Mediane eines 
Winkels liegt, hat von den Schenkeln ungleiche Ent- 
fernungen. 

22. Es seien A, B zwei Punkte auf derselben Seite 
der Geraden L, C ein Punkt auf L. Die Summe AC 4- BC 
wird ein Kleinstes, wenn die Strecken AC und BC mit L 
gleiche Winkel machen. — Anwendung in der Optik. — 

23. Innerhalb des spitzen Winkels MAN ist der 
Punkt B gegeben. Man soll durch B eine den Schenkel 
AN in X schneidende Gerade so ziehen, dass die 
Halbierungslinie des •< BXA senkrecht auf AM steht. 

24. Auf verschiedenen Seiten der Geraden L sind 
die Punkte A und B gegeben. In L den Punkt X so 
zu bestimmen, dass AX und BX mit L nach einerlei 
Seite geöffnete, gleiche Winkel bilden. 
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Fig. 27. 



6. Kapitel. 

Kongruenz. 

§33. Hilfssatz. 

1. Wird ein Parallelenpaar von einem anderen ge- 
schnitten — Fig. 27 — so begrenzen die Schnittpimkto 
paraUele Strecken, nämlich AB || DC und AD || BC. 
Da ferner '^a==ß und 

^ S = y ist, so ver- 
tauschen nach einer Um- 
drehung um die Mitte 
der BD die parallelen 
Strecken ihre Lage, wo- 
raus AD = BC und AB 
= DC folgt. D. h. : 

Parallele Strecken 
zwischen parallelen Linien sind gleich. 

2. Dieser Satz lässt auch die folgende ümkehnuig 
zu. Ist AD # BC (gleich und parallel), so ist auch 
AB :J4: DC. (Beweis!) 

« 

8 34. Parallelverschiebung. 

1. Wenn in Fig. 28 AC und BD parallel gehen, 
so bilden sie mit der Geraden 
L gleiche AVinkel, <^ a = ß. 
Bewegt sich nun «^ ABD in 
der Weise in der Ebene, dass 
der Schenkel BA stets in Tj 
bleibt, so lässt er sich mit 
^ a zur Deckimg bringen. 
Es fällt BD längs AC; ist 
zugleich die Strecke AC = BD, 
so fallen auch C und D zu- 
sammen. Fig. 28. 




40 Symmetrie und Kongruenz. 

Ergänzt man die Figur in der Weise, dass man 
^ y=zd und DE = CF macht, so deckt nach der 
Bewegung der Linienzug BDE den Zug ACF. Da 
nun AC :f:^: BD, ebenso CF # DE ist, so folgt unter 
Anwendung des § 33, 2, dass AB :f:|: CD # FE ist 
Die Bewegung einer Figiu* von der Art, dass die Punkte 
der Figur in der Ebene bleiben und die Punkte einer 
gewissen Greraden sich auf dieser Greraden verschieben, 
nennt man Parallelverschiebung der Figur längs 
jener Geraden, und letztere heisst Leit- oder Eicht- 
linie. Aus. Obigem folgt nun: 

Bei einer Parallelverschiebung legen alle 
Punkte gleiche, unter sich und mit der Richt- 
linie parallele Strecken zurück. 

Ferner: Bei einer Parallel Verschiebung bleibt eine 
Strecke ihrer Anfangslage stets parallel; liegt die Strecke 
auf einer zur Richtlinie parallelen Greraden, so ver- 
schiebt sie sich in dieser Geraden. 

2. Stücke, welche durch Parallelverschiebung znr 
Deckimg gelangen, heissen homolog, entsprechend. 
Solche Stücke sind einander gleich. 

3. Aufgabe. Den gegebenen Punkt D — Fig. 28 — 
um die Strecke s parallel zu verschieben, wenn L die 
Richtlinie ist. 



Konstruktion. Ziehe DC || L imd mache sie 
gleich s; dann ist C die gesuchte Lage des Punktes D. 

4. Aufgabe. Die gegebene Strecke DE — Fig. 28 — 
um s zu verschieben, wenn L die Richtlinie ist. 



Konstruktion. Verschiebe nach voriger Aufgabe 
die Punkte D und E nach C und F, so ist CF die 
gesuchte Lage. 
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Fig. 29. 



§ 35. Drehnng um einen beliebig grossen Winkel. 

1. Wird in Fig. 29 irgend ein Strahl OA um den 
<^(p in der Ebene gedreht, wodurch er in die Lage 
OB gebracht wird, 
so gelangt einer sei- 
ner Punkte A nach 
B, wenn OB = OA 
ist. D, h. : 
' Bei der Dreh- 
ung bewahrt 
jeder Punkt sei- 
nen Abstand vom 
Zentrum der 
Drehung. 

2. Nimmt bei 
dieser Drehung der 
Strahl OA den Strahl 00 mit, so ist, wenn ^ß = a 
gemacht wird, OD die Endlage des letzteren. Da nun 
^(p = y-^ß^ ^^ = a ist, so folgt auch ^99 = ;/ + a 
==DOC. D.h.: 

Bei einer Drehung legt jeder durch den 
Drehpunkt gezogene Strahl den gleichen Winkel 
zurück. 

3. Um die Endlage Lj^ der Oeraden L zu bestimmen, 
kann man zwei ihrer Punkte A und C um den «^ 9? 
drehen, oder nur den einen Punkt A und zugleich be- 
rücksichtigen, dass -^^ = (5 sein muss. Alsdann hat 
man, wenn BO bis zum Schnitt mit L verlängert wird, 
^x = £ + fj ebenso •^9? = £ + 5; weil aber ^f = <J 
ist, so ergiebt sich '^x = (p. D. h.: 

Bei der Drehung einer Figur beschreibt 
jede Gerade den gleichen Winkel. 

Bemerkung. Auf diesem Satze beruht die Verwen- 
dung des „Winkels" zur Konstruktion einer Senkrechten. 
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4. Fällt man von dem Drehpimkte — Fig. 30 — 
auf die Gerade L das Lot OA, so kann sich bei der 

Drehung nach den obigen Er- 
örtenmgen weder die Länge 
OA noch die Grösse des ^a 
ändern, woraus folgt: Der Ab- 
stand einer Geraden vom Mittel- 
punkt der Bewegimg bleibt bei 
der Drehung unverändert. Diese 
Eigenschaft bietet ein einfaches 
Mittel dar, eine Gerade um einen gegebenen Winkel zu 
drehen. 




Fig. 80. 



§ 36. Drehung von Strecken nnd Winkeln. 

1. Aus den Eigenschaften des Mittellots und der 
Winkelhalbierenden folgt: a) Der Punkt B kann zur 
Deckung mit einem anderen Punkte A gebracht werden, 
wenn man ihn um irgend einen Punkt des MitteUots 
der AB dreht, b) Die Gerade L kann mit einer sie 
schneidenden L' zur Deckung gebracht werden, wenn 
sie um irgend einen Punkt der Mediane eines des von 
L imd L' gebildeten Winkels gedreht wird. 

2. Aufgabe. Die gegebene 
Strecke A'B' — Fig. 31 — diuch 
Drehung mit der ihr gleichen 
nicht parallelen AB zm* Deckung- 
zu bringen. 

Konstruktion. Verlängere 
AB imd B'A' bis zu ihrem 
Sclmitt in E. Errichte auf 
'^* AA' das Mittellot und halbiere 
den ^ AEB'. Die Mediane 
trifft das Lot in C, dem gesuchten Drehpunkt. — Die Me- 
diane kann man auch durch das Mittellot auf BB' ersetzen. 




Fig. 81. 
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B. Aufgabe. Den gegebenen Winkel BAC — 
Fig. 32 — durch Drehung mit dem ihm gleichen, be- 
liebig liegenden B'A'C zur Deckung zu bringen. 

Konstruktion. Halbiere den 
-^ ADB' und errichte auf AA' 
das Mittellot, welches die Mediane 
in 0, dem gesuchten Drehpunkte, 
schneidet. — Das Mittellot kann 
auch durch die Halbierungslinie 
des -^A'EC ersetzt werden. . 

Bemerkimg. Es kann notwendig 
werden, den einen Winkel vor ^^^- ^^■ 

der Drehung um den einen seiner Schenkel umzu- 
klappen. 

4. Durch welche Bewegimg werden gleiche, parallele 
Strecken zur Deckung gebracht; femer gleiche Wmkel, 
deren Schenkel paarweise parallel gehen? (Je zwei 
Fälle!) 

§ 37. Kongrnenz der Dreiecke. 

1. Zwei Figuren sind kongruent (^), wenn sie 
zur Deckung gebracht, vollständig in eine zusammen- 
fallen. Homolog, entsprechend heissen diejenigen 
Stücke, die bei der Deckung aufeinander zu liegen 
kommen. — Das Zeichen ^ rührt von Leibniz (l(j46 
bis 1716) her. 

2. Homologe Stücke sind einander gleich. 

3. Die Deckung zweier kongruenter Figuren kann 
durch Ümklappung, Parallel Verschiebung und Drehung 
bewerkstelligt werden, und zwar kann eine dieser Be- 
wegungen ausreichen, oder es müssen zwei nach ein- 
ander ausgeführt werden. 

4. Zwischen den einzelnen Stücken einer Figur be- 
steht ein derartiger Zusammenhang, class die Grösse 
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einiger genügt, um die der übrigen zu ermitteln. Die 
Anzahl der für eine Figur notwendigen Stücke wird 
durch die Lehre von der Kongnienz ermittelt. So sind, 
wie nachfolgende Sätze darthun, für die vollständige 
Bestimmung eines Dreiecks nur drei von einander un- 
abhängige Stücke erforderlich. Da ferner in kongruenten 
Figuren die entsprechenden Stücke einander gleich 
sind, so wird die Kongruenz der Figuren zu einem 

vorzüglichen Hilfsmittel, die 
Gleichheit von Strecken, bezw. 
von Winkeln zu beweisen. 

§ 38. Erster Kongraenzsatz. 

Zwei Dreiecke sind 
kongruent, wenn sie in 
zwei Seiten und dem von 
ihnen eingeschlossenen 
Winkel übereinstimmen. 

Beweis. — Fig. 33. — Gre- 
geben sind die Dreiecke ABC, 
A'B'C, in denen B'C' = BC, 
B' A' = BA, < B' = B ist. Durch 
die in § 37, 3 aufgeführten Bewegungen, hier durch 
Drehung um mit nachfolgender Umklappung, lässt 
sich B'C' mit BC und zwar B' mit B, C mit C zur 
Deckung bringen. Da ferner <^ B = B ist, so fällt 
B'A' längs BA und weil B'A' = BA ist, so decken 
sich auch die Endpunkte A' und A. Weil nun zwischen 
zwei Punkten nur eine Gerade möglich ist, so decken 
sich auch die Seiten A'C und AC. Daher ist /^ ABC 
^ A'B'C. 

Bemerkung. Die in § 38 — 41 angeführten Bewegungen 
sollen mittelst Pauspapiers ausgeführt werden. 
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§ 39. Zweiter Kongruenzsatz. 

Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie 
in einer Seite und zwei Winkeln überein- 
stimmen. 

Beweis. — Fig. 34. — Gegeben sind die Dreiecke 
ABC und A'B'C, in welchen 
B'C' = BC, ^B' = B, ^C' = C 
ist. Durch die in § 37, 3 ange- 
führten Bewegimgen, hier durch 
Drehung um 0, kann B'C mit 
BC und zwar B' mit B, C mit 
C zur Deckung gebracht werden. 
Da nun ^ B' = B und < C' = C 
ist, so fällt B'A'.in die Eichtung 
BA und CA' längs CA. Zwei 
Geraden schneiden sich jedoch nur 
in einem Punkte. Mithin deckt 
auch A' den Punkt A. Die Drei- 
ecke sind kongruent. 

Bemerkung. Würde vorausgesetzt, dass ^ B' = B, 
-^ A' = A ist, so wäre doch auch ^ C' = C. 

§ 40. Dritter Kongruenzsatz. 

Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie 
in den drei Seiten übereinstimmen. 

Beweis. — Fig. 35. — Es ist vorausgesetzt, dass 
in den Dreiecken ABC und A'B'C Seite B'C' = BC, 
C'A' = CA, A'B' = AB ist. Durch die in § 37, 3 an- 
geführten Bewegungen, hier durch Parallelverschiebung 
längs CC und nachfolgende Umklappung, bringe man 
das Dreieck A'B'C in die Lage BCD und zwar so, 
dass B' auf B und C auf C fällt. Ziehe alsdann AD. 
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Fig. 35. 



Da nach der Yoraus- 
setzimg B ' A' = B A 
und ausserdem B'A' 
= BD ist, so ergiebt 
sich zunächst BA = 
BD imd daraus -^ ö 
= f. Ebenso findet 
man <jC € = rj. Die 
Addition liefert ^A 
= D, somit ist auch 
C A = A' und f olg- 
lich A ABC ^A'B'C. 



§ 41. Vierter Kongmenzsatz. 

Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie 
in zwei Seiten und dem Gegenwinkel der 
grösseren Seite übereinstimmen. 

Beweis. — Fig. 36. — Gegeben sind die Dreiecke 

ABC und A'B'C, in 
denen B'C'=BC, B'A' 
= BA, <C'=C, AB 
>BC, A'B'>B'C' ist. 
Dm^ch die in § 37, 3 
angeführten Bewegungen, 
hier durch Drehung um 
0, bringe man B'C' mit 
BC und zwar B' mit B, 
C mit C zur Deckung. 
Da ferner -^ C = C ist, 
so muss CA' längs CA 
fallen und A' auf A, wie 
sich diu*ch ein indirektes 
Verfahren darthun lässt. 
Fig. 36. Wäre nämlich A C > A' C , 
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so fällt A' auf K, wenn CK = C'A' gemacht wird. Nun 
ist A BCK ^ B'C'A', woraus BK = B'A' folgt. Es ist 
aber auch BA = B'A', somit ist BA = BK, daher <^a 
= d. Auf Gnmd des § 21, 2 ist ^<J>>y, mithin 
auch jCoi>y, was nach § 26, 2 BC>BA ziu- Folge 
hat. Dieses Ergebnis widerspricht der Voraussetzung; 
es kann sonach die Annahme AC^A'C nicht richtig 
sein. In gleicherweise führt die Annahme AC<^A'C' 
auf einen Widerspruch. Also ist AC = A'C' und damit 
A ABC ^ A'B'C. 

§ 42. Aufgaben über das Dreieck. 

Eine Figur aus gegebenen Stücken konstruieren 
heisst eine Figur herstellen, die einer andern kongruent 
ist, welche die gegebenen Stücke enthält. Die kon- 
struierte Figur liefert zugleich die Grösse der übrigen 
Stücke. 

1. Ein Dreieck aus zwei Seiten und dem einge- 
schlossenen Winkel zu konstruieren. 

2. Ein Dreieck aus einer Seite und den beiden 
anliegenden Winkeln zu konstruieren. 

3. Ein Dreieck aus einer Seite, einem anliegenden 
und dem gegenüberliegenden Winkel zu konstniieren. 

4. Ein Dreieck aus den drei Seiten zu konstruieren. 

5. Ein Dreieck aus zwei Seiten und dem Gegen- 
winkel der grösseren Seite zu konstruieren. 

6. Ein Dreieck aus zwei Seiten und dem Gegen- 
winkel der kleineren. Seite zu konstruieren. 

Bemerkungen. Die Lösungen dieser Aufgaben sind 
eüifach. Die Konstruktion der letzten Aufgabe liefert 
zwei nicht kongruente Di-eiecke, die beide den ge- 
stellten Bedingungen genügen. 
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§ 43. Bezeichnnng der Höhen, Transyersalen etc. 

eines Dreiecks. 

1. Die Höhen von den Ecken A, B, C eines Drei- 
ecks werden der Eeihe nach mit h», hb, hc bezeichnet. 

2. Die Transversalen von den Ecken A, B, C eines 
Dreiecks bezeichnet man mit t», tb, t©. 

3. Die Medianen von den Ecken A, B, C eines 
Dreiecks werden mit w^, Wb, Wc bezeichnet. 

4. Das Lot AD auf BC im Dreieck ABC teüt BC 
in die Abschnitte CD und BD, die mit p bezw. q be- 
zeichnet werden. 

5. Die Mediane AE auf BC teilt diese in die Ab- 
schnitte CE und BE, die mit u bezw. v bezeichnet 
werden. 

§ 44. Uebnngen. 

■ 1. Einen gegebenen Kreis um die Strecke s bei ge- 
gebener Richtlinie zu verschieben. 

2. Einen gegebenen Kreis um den <^ 9? zu drehen, 
wenn der Drehpunkt gegeben ist. 

3. Zwei nicht parallele Strahlen durch Drehung zur 
Deckung zu bringen. 

4. Bestimme den Mittelpunkt der Drehung für zwei 
gleich lange Strecken AB und A'B', die so liegen, dass 
AA' II BB' geht. 

5. Zwei rechtwinklige Dreiecke sind kongruent, wenn 
sie übereinstimmen in a) den beiden Katheten, b) einer 
Kathete und einem spitzen Winkel, c) der Hypotenuse 
und einem spitzen Winkel, d) der Hypotenuse und einer 
Kathete. 

6. a) Wenn zwei Dreiecke in einer Seite und einem 
anliegenden Winkel übereinstimmen, so liegt dem 
grösseren der beiden anderen anliegenden Winkel auch 
die grössere Seite gegenüber; b) Wenn zwei Dreiecke in 
zwei Seiten überientsimmen, so liegt dem grösseren ein- 
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geschlossenen Winkel auch die grössere Seite gegenüber 
und umgekehrt. 

7. Unter welche Länge darf in § 42, 6 die kleinere 
Seite nicht herabsinken, wenn die Lösung möglich sein 
soll? 

8. Im rechtwinkligen Dreieck steht A an der Spitze 
des rechten Winkels. Konstruiere ein solches Dreieck 
aus b, c. 

9. Ebenso aus a, b; 10. aus b, /; 11. aus b, ß; 12. aus a, ß. 

13. Im gleichschenkligen Dreieck wird die Spitze mit 
A bezeichnet. Konstruiere ein solches Dreieck aus a, b. 

14. Ebenso aus b, ß; 15. aus b, a; 16. aus a, ß; 
17. aus a, a, 

18. Konstruiere ein gleichseitiges Dreieck aus a. 

19. Ein gleichschenklig rechtwinkliges Dreieck aus a 
zu konstruieren. 

20. Ebenso aus b. 

21. Wieviele von einander unabhängige Stücke be- 
stimmen ein gewöhnliches Dreieck, ein gleichschenkliges, 
ein rechtwinkliges, ein gleichseitiges, ein gleichschenklig 
rechtwinkliges? 

22. In kongruenten Dreiecken sind die homologen 
Höhen, Transversalen, Medianen einander gleich. 

23. Ein Dreieck aus der Seite a, der zu ihr gehörigen 
Höhe ha und der auf sie gezogenen Transversale ta zu 
konstruieren; oder A aus a, ha, ta. 

24. A aus c, ha, ta; 25. A aus ha, ta, ß; 26. A aus 
c, Wa, a; 27. A aus b, ha, Wa; 28. A aus a, a, hb; 29. A 
aus a, c, tc< 

30. Gleichschenkliges A aus a, ha. 31. Ebenso aus 
b, ha. 32. Ebenso aus a, hb. 33. Ebenso aus ha, a. 

34. Gleichseitiges Dreieck aus ha« 

35. Gleichschenklig rechtwinkliges Dreieck aus ha. 

36. A aus a, b, b+c; 37. A aus a, b, b — c; 38. A 
aus a + b, b — c, c; 39. A aus p, q, a + c; 40. A aus 
u, b, Wa. 



Mahl er, Geometrie. 
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7. Kapitel. 

Das Parallelogramm und das Trapez. 

I 45. Sätze über das Parallelogramm. 

1. Ein Viereck, dessen Gegenseiten parallel gehen, 
heisst ein Parallelogramm. 

2. Aus § 33 folgt: In jedem Parallelogramm 
sind die Gegenseiten einander gleich. 

3. Zusätze, a) Sind in einem ParaUelogramm zwei 
anstossende Seiten gleich, so sind alle vier gleich gross, 
b) Alle senkrechten Strecken zwischen zwei Parallelen 
sind einander gleich; oder zwei Parallelen haben überall 

gleichen Abstand. 

4. Fig. 37. Da <a + /? 

= 2 R ist, und ebenso ^/S + y 

^ 2 R, so ergiebt sich -^ a = y 

und analog -^ß = d. D.h.: 

In jedem Parallelogramm 

j,j g^ sind die gegenüberliegenden 

Winkel einander gleich. 

5. Zusatz. Ist in einem ParaUelogramm ein Winkel 
ein rechter, so sind es alle. 

6. Werden in Fig. 37 die beiden Diagonalen ge- 
zogen, so lässt sich zeigen, dass die beiden Dreiecke 
BCE imd AED kongnient sind. Hieraus folgt BE 
= DE und C E = AE. In Worten : 

In jedem Parallelogramm halbieren die 
Diagonalen einander. 

Frage. Durch welche Bewegung bringt man die 
beiden Dreiecke zur Deckung? 

7. Jedes Parallelogramm ist für den Schnittpunkt 
seiner Diagonalen zentrisch symmetrisch. 
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8. Zieht man — Fig. 38 — durch den Mittel- 
punkt E der Diagonale AC des Parallelogramms AB CD 
die Parallele mit B C, welche 

AB in F, CD in G schnei- 
det, so fällt nach einer Um- 
drehung um E die Strecke 
AF auf Co. Demnach ist 
AF = C(}. Es ist aber 
auch nach Satz 2 dieses „. «^ 

flg. So. 

Paragraphen A F = D G. 

Hieraus folgt CG = GD und entsprechend BF = FA. 

Ferner decken sich nach der Umdrehung auch die 
Strecken FE und EG; folgUch ist FE = EG. Weiter 
ist FG = BC, somit EF = V2BC. Werden diese Er- 
gebnisse in der Weise ausgesprochen, dass man nur 
das Dreieck ABC berücksichtigt, so erhält man die 
Sätze: 

Zieht man in einem Dreieck durch die Mitte 
einer Seite die Parallele zu einer zweiten, so 
wird aucji die dritte Seite halbiert Die in 
das Dreieck fallende Strecke der Parallele ist 
die Hälfte der zweiten Seite. 

9. Die Linie EF heisst die Mittelparallele des 
Dreiecks ABC. 

§ 46. Kehrsätze. 

Die Lehrsätze des vorigen Paragraphen lassen sich 
umkehren, wodurch man zu folgenden Sätzen gelangt: 

1. Ein Viereck ist ein Parallelogramm, wenn zwei- 
mal zwei Gegenseiten gleich sind; oder wenn einmal 
zwei Gegenseiten gleich und parallel sind; oder wenn 
zweimal zwei gegenüberliegende Winkel gleich sind; 
oder wenn die beiden Diagonalen einander halbieren. 

i* 
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2. Die Verbindungsstrecke der Mitten zweier Seiten 
eines Dreiecks ist der dritten Seite parallel tind die 
Hälfte dieser. Diese Strecke wird die Mittellinie des 
Dreiecks genannt. 

Beweise diese Sätze! 

3. Znsatz. Haben zwei Punkte einer Geraden von 
einer zweiten gleichen Abstand, so sind die Geraden 
parallel. 

4. Der geometrische Ort eines Punktes, der 
von einer gegebenen Geraden den unveränder- 
lichen Abstand a hat, besteht aus zwei Par- 
allelen zu dieser Geraden im Abstände a. 

§ 47. Einteilnng der Parallelogramme. 

Die Parallelogramme zerfallen hinsichtlich der 
Seiten in gleichseitige und ungleichseitige, hinsichtlich 
der Winkel in rechtwinklige und schiefwinklige. Im 
besonderen erhält man vier Arten: 

a) Das Quadrat, d. i. ein gleichseitig rechtwinkliges 
Parallelogramm; 

b) Das Rechteck, d. i. ein ungleichseitig recht- 
winkliges Parallelogramm; 

c) Den Rhombus, d. i. ein gleichseitig schiefwinlv- 
liges Parallelogramm; 

d) Das Rhomboid, d. L ein ungleichseitig schief- 
winkliges Parallelogramm. 

§ 48. Eigenschaften der gleichseitigen Parallelo- 
gramme. 

1. Es seien — Fig. 39 — AG und BD die Dia- 
gonalen des gleichseitigen Parallelogramms AB CD. 
THeselben zerlegen die Figur in vier Dreiecke, von 
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denen z. B. AEB ^ AED (3. Kongruenzsatz). Hieraus 
ergiebt sich ^iy = d; ihre Summe ist jedoch 2 R, 
daher ^ rj ==&=1B,, d. h. AC J_BD. Sodann ist 
^')^d = C (Basiswinkel) und 
^e = ^ (Wechselwinkel) ; 
f olglich <^ ^ = 6. In Worten: 
In jedem gleichseitigen 
Parallelogramm stehen 
die Diagonalen senk- 
recht aufeinander und 
halbieren die Winkel. 
Bemerkung. Durchweiche 
Bewegung wird /\ AEB zur Deckung mit AED gebracht? 
2. Jedes gleichseitige Parallelogramm ist für jede 
der beiden Diagonalen axial symmetrisch. 




Fig. 89. 



§ 49. Eigenschaften der rechtwinkligen 
Parallelogramme. 



ein rechtwinkliges 

A D 



1. Ist ABCD — Fig. 40 — 
Parallelogramm, so lässt sich die 
Kongruenz der beiden Dreiecke 
ABC, DGB darthun (1. Kon- 
gruenzsatz), folglich ist AC = BD. 
D. h.: In jedem rechtwink- 
ligen Parallelogramm sind 
die Diagonalen gleich lang, l 

Bemerkung. Zieht man durch Fig. 4o. 

E die Parallele zu AB, so kann man die oben an- 
geführten Dreiecke durch Umwenden um diese Q-erade 
zur Deckung bringen. 

2. Jedes rechtwinklige Parallelogramm hat zwei 
Symmetrieachsen, nämlich die durch den Schnittpunkt 
der Diagonalen zu den Seiten gezogenen Parallelen. 
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3. Im Quadrat sind die Diagonalen gleich lang, 
sie stehen senkrecht aufeinander und halbieren die 
Winkel. 

§ 60. Konstruktion der Parallelogramme. 

Die einfacheren, hierher gehörigen Aufgaben werden 
in der Weise gelöst, dass man zunächt eines der Drei- 
ecke konstruiert, in welche das Parallelogramm durch 
die Diagonalen zerlegt wird. Z. B. — Fig. 37 — 
^ ABC oder /\ BCE. Im ersteren FaUe zieht man 
hierauf CD || BA imd AD || BC; im anderen Falle 
verlängert man BE um sich selbst bis D und ebenso 
CE bis A. Das Grunddreieck ABC ist beim Rhom- 
boid ungleichseitig, beim Rechteck rechtwinklig, beim 
Rhombus gleichschenklig, beim Quadrat gleichschenklig 
rechtwinklig. Demnach erfordert die Konstruktion des 
Rhomboids 3, des Rechtecks 2, des Rhombus 2 von 
einander unabhängige Stücke, während das Quadrat zu 
seiner HersteUimg eine Strecke verlangt. 



I 51. Sätze über das Trapez. 

1. Ein Viereck heisst Trapez, wenn ein Paar 
Gegenseiten parallel ist. Diese Linien werden Grund- 
seiten, ihr Abstand Höhe genannt. Die beiden 
anderen Gegenseiten heissen Nebenseiten. Im all- 
gemeinen sind dieselben ungleich ; im besonderen können 
sie gleich sein, ohne parallel zu liegen. Dann heisst 
das Trapez gleichschenklig. 

2. In dem Trapez ABCD — Fig. 41 — sei E 
die Mitte der AB, femer EF || BC gezogen. Es sollen 
die Eigenschaften dieser wichtigen Linie, der Mittel- 
parallele, erforscht werden. Zur Erreichung des ge- 
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nannten Zweckes zerlege man durch 
DH II AB die Figur in das Par- 
allelogramm ABHD und das 
A DHC. Weü AE = EB ist, 
so erhält man auch DÖ = GH. 
Nach § 45, 8 ist dann DF = FC. 
In Worten: 

Zieht man im Trapez 
durch die Mitte einer Neben- 
seite die Parallele mit den Grundseiten, 
wird auch die andere Nebenseite halbiert. 

Des weiteren ist EF = EG + GF = AD + VaHC 
2AD + HC AD + BH + HC AD+BCt.,. 
2 2 2 

Die Mittelparallele eines Trapezes ist das arith- 
metische Mittel aus den beiden Grundseiten. 



so 



i 52. Teilung einer Strecke. 

Aufgabe. Die gegebene Strecke AB in eine An- 
zahl gleicher Teüe, z. B. fünf, zu teUen. 

Konstruktion. — Fig.42. — 
Ziehe durch A die Gerade AC, 
trage auf ihr 5 gleiche Strecken 
AD=DE = EF = FG = GH 
ab ; verbinde H mit B. Hierauf 
lege durch D, E, F, G Linien 
parallel HB, welche die AB 
in den verlangten Teilpunkten 
J, K, L, M schneiden. 

Beweis. Es ist DJ die 
Mittelparallele des Dreiecks AEK, daher nach § 45, 8 
ist AJ = JKr Femer ist EK die Mittelparallele des 
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Trapezes DJLF, folglicli nach § 51 JK = KL. Analog 
findet man auch KL = LM = MB; mithin ist AJ = JK 
= KL = LM = MB. 



§ 53. Das gleichschenklige Trapez. 

1. Um die Eigenschaften dieses Trapezes kennen 

zu lernen, wird es — Fig. 43 — 
durch AE II DC in ein Dreieck 
und ein Parallelogramm zer- 
schnitten. Nun ist AE = DC 
(Gregenseiten); aber nach Vor- 
aussetzung ist AB = DC, da- 
her AB = AE, was jCß = e 
zur Folge hat. Ferner ist 

^€ = 'y (Gregenwinkel), somit -^ß^y und entsprechend 
.^A = D; d.h.: 

In jedem gleichschenkligen Trapez sind die 
Winkel an derselben Grrundlinie einander gleich. 

2. Eine andere Eigenschaft wird erhalten, wenn 
man die Diagonalen AC und BD zieht, wodurch die 
kongruenten Dreiecke ABC und DGB (1. Kongruenz- 
satz) entstehen. Diese Verwandtschaft- liefert das Er- 
gebnis AC = BD, wie auch <^ AGB = DBG, woraus 
CK = BK und KA = KD folgt. In Worten: In jedem 
gleichschenkligen Trapez sind die Diagonalen, 
deren untere bezw. obere Abschnitte einander 
gleich. 

Frage. Wie bringt man /\ ABG mit DGB zur 
Deckung? 

3. Das gleichschenklige Trapez hat das Lot, welches 
man aus dem Schnittpunkt der Diagonalen auf die 
Grrundseiten fällt, zur Symmetrieachse. 
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f 54. Konstraktion der Trapeze. 

Um die einfacheren Aufgaben zu lösen, denke man 
sich das Trapez durch eine Diagonale in zwei Dreiecke 
zerlegt. Diese konstruiert man nach einarider. Gute 
Dienste leistet ferner die durch eine Ecke zu einer 
Xebenseite parallel gezogene Linie, wodurch das Trapez 
in ein Dreieck und ein Parallelogramm geteilt wird. 
Die Konstruktion des gemeinen Trapezes erfoi^iert vier, 
die des gleichschenkligen drei von einander unabhängige 
Stücke. 

f 55. Uebnngen. 

Bezeichnung. Im Viereck AB CD werden AB, BC, 
ÖD, DA, AC und BD mit a, b, o, d, e, f bezeichnet; 
<^ A, B, C, D mit a, ß, y, 5 ; der Winkel, unter dem sich 
die Diagonalen sehneiden, mit e. Im Trapez sind BC, 
AD die Grundseiten. 

1. Ein Parallelogramm ist gleichseitig, wenn die 
Diagonalen senkrecht auf einander stehen. 

2. Ein Parallelogramm ist gleichseitig, wenn ein 
Winkel von der betreffenden Diagonale halbiert wird. 

3. Ein Parallelogramm ist rechtwinklig, wenn die 
Diagonalen gleich lang sind. 

4. Im rechtwinkligen Dreieck ist die Transversale 
nach der Hypotenuse die Hälfte dieser. 

5. Ein Parallelogramm ist ein Quadrat, wenn die 
Diagonalen auf einander senkrecht stehen und einander 
gleich sind; 6. oder wenn die Diagonalen einander gleich 
sind und ein Winkel von der betreffenden Diagonale 
halbiert wird. 

7. Die Verbindungslinie der Mitten der Nebenseiten 
eines Trapezes ist den Grundseiten parallel. 

8. Die Geraden, welche durch die Ecken A, B, C des 
AABC parallel den Gegenseiten gelegt werden, bilden 
ein Dreieck, dessen Seiten in A, B, C halbiert sind. 
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9. Die Höhen eines Dreiecks schneiden sich in einem 
Punkt. — Mit Hilfe von Nr. 8. — Der Höhenschnitt- 
punkt ist der dritte merkwürdige Punkt des Dreiecks. 

10. Die Mitten der Seiten und der beiden Diagonalen 
eines Vierecks sind die Ecken von drei Parallelogrammen, 
die denselben Mittelpunkt haben. Ermittle auch den 
Umfang eines jeden dieser Parallelogramme. 

11. Die Mitten der Seiten eines Ehombus sind die 
Ecken eines Bechtecks. 

12. Wie heisst der entsprechende Satz für das Recht- 
eck, für das Quadrat? 

13. Das Lot von der Mitte einer Dreiecksseite auf 
eine andere ist halb so lang als die zum Lote parallele 
Höhe des Dreiecks. 

14. Die Verbindungsstrecken der Seitenmitten eines 
Dreiecks teilen dasselbe in vier kongruente Dreiecke. 

15. Die Lote von den Endpunkten einer Dreiecks- 
seite auf die zu ihr gehörige Transversale sind einander 
gleich. 

16. Fällt man von den Ecken und dem Schnittpunkt 
der Diagonalen eines Parallelogramms Lote auf irgend 
eine Gerade, so ist letzteres das arithmetische Mittel der 
vier ersteren. 

17. Parallelogramm aus a, b, ß; 18. aus a, b, e; 
19. aus e, f, «; 20. aus b, f, e, 

21. Rhombus aus e, f; 22. aus a, a; 23. aus a, e. 

24. Rechteck aus a, b; 25. aus a, f; 26. aus f, e, 
27« aus a, s, 

28. Quadrat aus a; 29. aus f; 30. aus dem Umfang. 

31. Trapez aus a, b, c, ß; 32. aus a, b, d, a; 33. aus 
b, c, e, f ; 34. aus a, b, c, d. 

35. Gleichschenkliges Trapez aus a, b, ß; 36. aus a, 
b, e; 37. aus a, b, d. 

38. Viereck aus a, b, c, d, e; 39. aus a, b, d, e, f; 
40. aus a, b, c, dj ß; 41. aus a, b, d, f, ß; 42. aus b, e, 

43. Durch den Punkt A zu L mit Hilfe eines Rhombus 
die Parallele zu konstruieren. 
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44. Zwischen die Schenkel des gegebenen «< A die 
Strecke XY «= s und || L zu legen. 

45. Gegeben L || L' und der Punkt A. Durch A eine 
die L in X, die L' in Y schneidende Linie so zu ziehen^ 
dass XY= s werde. 

46. Gegeben die Geraden L und L'. Gesucht wird 
der Punkt, welcher von L die Entfernung a, von L' die 
Entfernung b hat. 

47. Gegeben die Gerade L und der Punkt P. Gesucht 
wird der Punkt, welcher von L und P die Entfernung a 
bezw. b hat. 

48. Den Mittelpunkt eines Parallelogramms zu finden 
dessen Ecken nicht zugänglich sind. 

49. Von einem Punkte A ausserhalb einer Geraden 
auf diese das Lot zu fällen, wenn sich die Gerade mit 
der Zirkelöffnung nicht erreichen lässt. 

50. Einen Winkel, dessen Scheitel nicht zugänglich 
ist, zu halbieren. 

51. Die Hälfte eines Winkels zu zeichnen, ohne ihn 
zu halbieren. 

52. In entsprechender Weise einen Winkel zu ver- 
doppeln. 

53. Die Entfernung zweier Punkte zu finden, wenn 
ein Hindernis die direkte Messung nicht zulässt. 

54. Auf dem Felde die Entfernung zweier sichtbaren 
Punkte zu messen, wenn der eine unzugänglich ist. 

55. Von einem Punkte aus drei gegebene Strecken 
so zu ziehen, dass ihre Endpunkte auf einer Geraden 
liegen. 

56. Ein Dreieck zu konstruieren, dessen Seitenmitten 
gegeben sind. 

57. Zwischen zwei Parallelen ist eine Strecke gelegt. 
Die Figur wird um 90* um einen Punkt der Mittel- 
parallele gedreht. Welchen Satz gewinnt man auf diese 
Weise? 

58. Ein Quadrat zu konstruieren, dessen Seiten 
durch vier gegebene Punkte gehen. 
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59. Welchen Satz erhält man aus Nr. 57, wenn um 
den <^ a gedreht wird ? 

60, Einen Rhombus zu konstruieren, von dem ein 
Winkel gegeben ist, und dessen Seiten durch vier ge- 
gebene Punkte gehen sollen. 



8. Kapitel. 

Der Kreis. 

f 56. Kreis nnd Gerade. 

Vergleicht man den Abstand einer Geraden von 
dem Zentrum eines Kreises mit der Länge des Halb- 
messers, so ergeben sich unter Beiziehung der Sätze 
in § 28 die Thatsachen: 

a) Eine Q-erade schneidet den Kreis nicht, wenn 
ihre Entfernung vom Zentrum grösser als der Radius ist. 

b) Eine Q-erade schneidet den Kreis in zwei 
Punkten, wenn ihre Entfernung vom Mittelpunkt kleiner 
als der Halbmesser ist; die beiden Schnittpunkte liegen 
für den zur Geraden senkrechten Durchmesser sym- 
metrisch. 

c) Eine Gerade hat mit dem Kreise nur einen 
Punkt gemein, wenn ihr Abstand vom Zentrum gleich 
dem Radius ist. Sie heisst Tangente, der gemein- 
same Pimkt Berührungspunkt, der Halbmesser nach 
demselben Berührungsradius. 

§ 57. Die Sehne. 

1. Der Mittelpunkt C — Fig. 44 — .und die beiden. 
Endpunkte A, B der Sehne AB bilden ein gleich- 
schenkliges Dreieck. Ueberträgt man auf dasselbe die 
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die in § 6 und 27 gefundenen Beziehungen, so ergiebt 
sich: Der Eadins, welcher einen Zentriwinkel 
halbiert, halbiert den dazu ge- 
hörigen Bogen, die zugehörige 
Sehne und steht senkrecht auf 
ihr. 

Der Eadius CE ist mithin Mediane, 
Höhe, Transversale und MitteUot. 
Diese vier Linien fallen in eine zu- 
sammen und deswegen kommen jeder 
die Eigenschaften der übrigen zu. 
Insbesondere ist zu bemerken, dass das auf einer Sehne 
errichtete MitteUot durch das Zentrum des Kreises geht. 

2. Der geometrische Ort des Mittelpunkts 
für alle Kreise, die durch zwei gegebene 
Punkte gehen, ist das Mittellot auf der Yer~ 
bindungs strecke. 

3. Zusatz. Parallele Sehnen werden durch den zu 
ihnen senkrechten Durchmesser halbiert. Gxenzlagenl 




§ 68. Der Kreis durch drei Punkte. 

Aufgabe. Den Kreis zu finden, der durch die 
drei gegebenen Punkte A, B, C geht. 

Konstruktion. Yerbinde die Punkte miteinander 
und errichte auf zwei Seiten des /\ ABC die Mittel- 
senkrechten. Diese treffen sich in 0. Beschreibe um 
mit OA den Kreis, welcher der gesuchte sein wird. 

Bemerkung. Drei Punkte, die nicht in einer Ge- 
raden liegen, bestimmen die Lage und die Grösse eines 
Kreises vollständig. Dieser Kreis heisst der dem 
/\ ABC umbeschriebene; sein Eadius wird mit r 
bezeichnet. 
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f 59. Gleiche Sehnen. 

1. Fällt man von dem Zentrum E — Fig. 45 — 

die Lote EF und EK auf die glei- 
chen Sehnen AB und CD, zieht so- 
dann EA, ED, so sind die A EAF 
und EKD kongruent (4. Kongruenz- 
satz). Daher ist EF = EK. D. h.: 

Gleiche Sehnen haben gleiche 
Abstände vom Mittelpunkt des 
Kreises. 

2. Diuxih welche Bewegimg 
werden die genannten Dreiecke zur Deckung gebracht? 

3. Wie lautet der Kehrsatz zu Nr. 1? Beweis! 

4. Mit Berücksichtigung des § 56 findet man noch: 
AUe gleichen Sehnen eines Kreises berühren einen 
konzentrischen Kreis, dessen Radius der Abstand einer 
dieser Sehnen vom Zentrum ist. 




Fig. 45. 



f 60. Die Tangente. 

1. Der Radius zu dem Berührungspunkt 
steht auf der Tangente senkrecht. 

2. Aus dem Umstände, dass — Fig. 46 — die 

Linie A durch das Zentrum und den 
Berührungspmikt geht und zur Tan- 
gente senkrecht ist, ergiebt sich, dass 
folgende Geraden sich in eine ver- 
einigen: a) Der Radius nach dem 
Berührungspimkt, b) das Lot vom 
Zentrum auf die Tangente, c) das 
Lot auf der Tangente im Berührungs- 
punkt. 

3. Der geometrische Ort des Mittelpunktes 
aller Kreise, welche die gegebene Gerade L 
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in dem gegebenen Punkte A berühren, ist das 
Lot auf L in A. 

4. Der geometrische Ort des Zentrums 
aller Kreise von konstantem Kadius ^, welche 
die gegebene Gerade L berühren, besteht aus 
den beiden Parallelen zu L im Abstände q. 



f 61. Konstruktion der Tangente. 

1. Aufgabe. An den gegebenen Kreis die Tan- 
gente zu legen, wenn der Berührungspimkt A ge- 
geben ist. 

Konstruktion. — Fig. 46. — Ziehe OA imd 
errichte in A auf OA das Lot BC; dieses ist die ver- 
langte Tangente. 

2. Aufgabe. Von dem ausserhalb des gegebenen 
Kreises — Fig. 47 — liegenden Punkt A die Tangenten 
an denselben zu legen. 

Konstruktion. Be- 
schreibe um einen Kreis, 
dessen Kadius das Doppelte 
von dem des gegebenen Krei- / 
ses ist. Sodann schlage aus A 
mit OA einen Kreisbogen, 
der den konzentrischen Kreis 
in D, E schneidet. Ziehe 
OD, OE. Diese Linien 
treffen den gegebenen Kreis 
in B, C. Verbinde A mit 
B und C, so hat man in diesen Geraden die verlangten 
Tangenten. 

Beweis. Nach § 57, 1 ist ABJ_OD, ACJ_OE, 
alsdann muss AB und ebenso AG Tangente an dem 
gegebenen Kreis sein. 




Fig. 47. 
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3. In Fig. 47 haben die Geraden AC und AB 
von gleichen Abstand, mithin ist das ganze Gebilde 
symmetrisch für die Achse AO. Nach der ümklappung 
decken sich AC und AB, ^ß und a, ^ y und d 
gegenseitig. Daher ist AC = AB, ^ ß = a^ ^y==d. 
D. h.: a) Die Abschnitte der von einem Punkte an 
einen Kreis gelegten Tangenten sind gleich lang; b) die 
Zentrale halbiert den Winkel zwischen beiden Tangenten 
und den zwischen den Berührungsradien. 

4. Der geometrische Ort des Mittelpunktes 
aller Kreise, die zwei gegebene Geraden be- 
rühren, besteht aus den Halbierungslinien der 
Winkel dieser Geraden. 

f 62. Peripheriewinkel. 

1. Der hohle Winkel, welcher von zwei sich auf 
der Peripherie schneidenden Sehnen gebüdet wird, 
heisst Peripheriewinkel; er steht auf demjenigen 

Bogen, der zwischen seinen Schenkebi 
liegt. 

2. In Fig. 48 ist BAC ein 
Peripherie Winkel, BOG der zuge- 
hörige Zentriwinkel. Zieht man 
den Diu-chmesser AO, so ist -^ y 
= 2 a nach § 27, 3e und ebenso 
^ ^ == 2 ß; daher ^ y + d = 

BOG 
Fig. 48. 2(a + ß) oder ^ -—— = B AC. 

D.h.: Jeder Peripheriewinkel ist die Hälfte 
seines zugehörigen Zentriwinkels. 

3. Zu allen Peripheriewinkeln, die auf dem Bogen BC 
stehen, gehört ein imd derselbe Zentriwinkel. Daher 
ergiebt sich: 
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Alle Peripheriewinkel auf demselben Bogen 
oder auf gleichen Bögen sind einander gleich. 

4. Der Peripheriewinkel, der auf einem 
Halbkreis steht, ist 1 R. (Satz des Thaies.) 

§ 63. Der Tangentenwinkel. 

1. Die beiden hohlen Winkel zwischen einer Tan- 
gente und einer durch den Berührungspunkt gezogenen 
Sehne heissen Tangentenwinkel; jeder steht auf dem 
zwischen seinen Schenkeln liegenden Bogen. Bewegt 
sich - — Fig. 48 — der Peripheriewinkel BAC so, 
dass A immer auf dem umfang bleibt,^ und seine 
Schenkel stets durch B und C gehen, so kann er seine 
Grösse nicht verändern. Wenn hierbei schliesslich A 
dem C unbeschränkt nahe kommt, so erhält die ver- . 
längerte Sehne AC die Lage der Tangente in C und der 
Peripheriewinkel ist in den bei C gelegenen Tangenten- 
winkel übergegangen. Sonach lässt sich vermuten, dass der 
Tangentenwinkel C gleich dem Peripheriewinkel A ist. 
Dass diese Yermutimg richtig ist, zeigt folgende Erörterung. 

2. Es sei — Fig. 49 — GAB 
eia Tangenten- und ADC ein 
Peripheriewinkel, beide auf dem 
Bogen AC. Um ihre Gleichheit 
zu erv^'^eisen, nehme man den 
Peripheriewinkel zu Hilfe, dessen 
einer Schenkel Durchmesser ist, 
nämlich -^AEC, so ergiebt sich 
^ y = a, da beide durch ^ ß zu 
1 R ergänzt werden. Es ist aber 
-^ 5 = j', mithin auch «^ ö = a. D. h.: 

Jeder Tangentenwinkel ist so gross wie 
der mit ihm auf demselben Bogen stehende 
Peripherie Winkel. 

Mahl er y Geometrie. 5 
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§ 64. Geometrische Oerter. 

1. Der geometrische Ort für die Spitze 
aller rechtwinkligen Dreiecke, die auf der- 
selben Hypotenuse stehen, ist der Kreis über 
der Hypotenuse als Durchmesser. 

2. Der geometrische Ort für die Spitze 
aller Dreiecke auf derselben Strecke BC als 
Seite und mit gleichem dieser Seite gegen- 
überliegenden Winkel a besteht aus zwei Kreis- 
bögen über der Sehne BC, die je einen Winkel 
gleich a fassen. Beweis! 

f 65. Aufgabe. 

Ueber der Strecke AB (Fig. 50) 
als Sehne den Kreisbogen zu be- 
schreiben, der einen Winkel gleich 
a fasst. 

Konstruktion. Errichte auf 
AB das Mittellot. In dem Punkte E 
desselben lege ^ DEF = a an; 
ziehe AC || DE. C ist der Mittel- 
punkt und CA der Kadius des 
gesuchten Bogens. 




Fig. 50. 
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Flg. 61. 

^C+A=2R. D.h.: 



Das Sehnenyiereck. 

1. Ein Viereck, dessen Seiten 
Sehnen eines Kreises sind, wird 
Sehnenviereck genannt. 

2. Um die Eigenschaften dieses 
Vierecks kennen zu lernen, ziehe 
man — Fig. 51 — AC, BD und 
beobachte, dass^C+^ + ^ = 2R 
ist. Es ist aber <^ a = ^, ^ y = ^, 
daher ^ C-\-a-\-y= 2 R oder 
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In jedem Sehnenviereck ist die Summe 
zweier gegenüberliegender Winkel gleich. 2 R. 

3. Wie heisst der Kehrsatz und sein Beweis? 

4. Um das Rechteck, . das Qoadrat, das gleich- 
schenklige Trapez lässt sich ein Kreis beschreiben; 
nicht aber um den Rhombus, das Rhomboid und das 
ungleichschenklige Trapez. 

f 67. Das TangentenTiereck. 

1. Ein Yiereck, dessen Seiten Tangenten eines 
Kreises sind, heisst Tangentenviereck. 

2. Weil das Tangentenviereck ein Yiereck von be- 
sonderer Art ist, so muss es 
ausser den Eigenschaften des 
gemeinen Yierecks auch noch 
diejenigen haben, die daraus 
entspringen, dass seine Seiten 
Tangenten sind. Es ist (Fig. 52) 
Strecke a = h, b = c, e = d, 
f = g, nach § 61, 3; hieraus 
folgt a + b + e + f = h + c + d ^*•^^• 

+ g oder AB + CD = AD + CB. In Worten: 

In jedem Tangentenviereck ist die Summe 
zweier Q-egenseiten gleich der Summe der 
beiden anderen. 

3. Wie heisst der Kehrsatz und sein Beweis? 

4. Zusatz. In das Quadrat und den Rhombus lässt 
sich ein Kreis beschreiben; nicht aber in das Rechteck, 
das Rhomboid und das Trapez. 

f 6S. Zwei Kreise. 

1. Zwei K^^ise mit gleichen Radien lassen sich 
dadurch zur Deckung bringen, dass man ihre Zentren 
zusammenfallen lässt. Daraus geht unter anderem auch 

5* 
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hervor, dass alle Sätze, die Beziehungen zwischen 
Strecken oder Winkeln eines Kreises enthalten, auch 
für Kreise mit gleichen Badien gelten. 

2. Unter Zentrale versteht man sowohl die Gerade, 
welche beide Mittelpunkte verbindet, als auch nur die 
Strecke zwischen den Zentren. 

3. Die Zentrale ist Symmetrieachse für beide Kreise. 
Zwei Kreise können verschiedene Lagen zu ein- 
ander haben: 

4 a. Die beiden Kreise mit den Zentren A, B und 
den Badien r, r' liegen ganz aussereinander. Es ist 
AB>r + r. 

4:b. Umgekehrt ist r4-r<CAB, so liegen die 
beiden Kreise ganz aussereinander. 

5 a. Eückt der Mittelpunkt des einen Kreises gegen 
das Zentrum des anderen, so kann der Fall eintreten, 
dass sich die ICreise schneiden. Dies kann nur in 
zwei Puakten geschehen; denn haben die Kreise den 
Punkt C gemeinsam, so gehört auch derjenige Punkt 
beiden Kreisen an, der zu C hinsichtlich der Achse 
AB symmetrisch liegt. Die Zentrale AB ist kleiner 
als T-\-T und zugleich grösser als r — r'. 

5b. umgekehrt: Ist die Zentrale AB<[r + r und 
zugleich >r — r', so schneiden sich die Kreise. 

6 a. Zwischen den beiden soeben betrachteten Lagen 
giebt es eine von besonderer Wichtigkeit. Haben näm- 
lich die beiden Kreise — Fig. 53, 54 — einen Punkt 
der Zentrale gemeinsam, den Punkt C, so entspricht 
sich dieser selbst bezüglich der Symmetrieachse AB; 
d. h. die beiden Kreise haben nur diesen einen Punkt 
gemeinsam. Errichtet man in C auf AB das Lot, so 
ist dieses gemeinschaftliche Tangente beider Ej-eise. 
Wenn aber zwei krumme Linien eine gemeinsame 
Tangente mit dem nämlichen Berührungspunkt haben, so 
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sagt man, die Linien berühren sicli. Daher berühren 
sich im vorliegenden Falle die beiden Kreise. Die 
Zentrale AB ist = r+r'. 





Fig. 53. 



Fig. 54. 



6b. Umgekehrt: Der Berührungspunkt zweier sich 
berührender Kreise liegt auf der Zentrale. Ist die 
Zentrale gleich der Summe oder Differenz der Radien, 
so berühren sich die Kreise von aussen bezw. innen. 

7a. Liegt der eine Kreis ganz innerhalb des anderen, 
so ist die Zentrale AB<^r — r'. 

7b. Umgekehrt: Ist die Zentrale AB<<[r — r', so 
schliesst der eine Kreis den andern ein. 



f 69. Geometrische Carter. 

1. Der geometrische Ort für den Mittel- 
punkt aller Kreise, welche den gegebenen 
Kreis A in dem gegebenen Punkt B berühren, 
ist die Grerade AB. 

2. Der geometrische Ort für den Mittel- 
punkt aller Kreise vom gegebenen Radius q, 
die den gegebenen Kreis vom Radius r be- 
rühren, besteht aus zwei zum gegebenen Kreise 
konzentrischen Kreisen vom Radius r-j-^, oder 
auch ^ + r, wenn ^>r ist. 
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§ 70. Gemeinschaftliche Tangenten. 

1. Aufgabe. Die beiden äusseren gemeinsamen 
Tangenten an zwei gegebene Kreise zu legen. 

Konstruktion. Beschreibe um den Mittelpunkt B 
— Fig. 55 — des grösseren Kreises den konzentrischen, 
dessen Halbmesser dem Unterschiede der Badien der 
gegebenen Kreise gleichkommt. Lege von dem Zentrum 

A des anderen Kreises 
die Tangenten AC und 
AG- an den konzen- 
trischen Kreis B ; ziehe 
BC und BG, deren 
Yerlängerungen den 
Kreis B in D und H 
treffen. Alsdann ziehe 
AE II BDundAF || BH. 
Die Yerbindimgslinien 
DE und HF sind die verlangten Tangenten. 

Beweis. Aus der Konstruktion folgt AE :(::}: CD, 
weil femer -^ C = 1 R ist, so muss ACDE ein Eechteck 
sein; folgüch ist -^D = 1R, -^E=1R, somit ED 
gemeinsame Tangente. 




Fig. 5&. 
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2. Aufgabe. Die beiden inneren gemeinsamen 
Tangenten an zwei gegebene Kreise zu legen. 

Konstruktion. — Fig. 56. — Beschreibe um das 
Zentrum B des grösseren Kreises mit einem Eadius 
gleich der Summe der Halbmesser der gegebenen Kreise 
den konzentrischen Kreis; lege von A, der Mitte des 
kleineren Kreises, die beiden Tangenten AC und AGr 
an den konzentrischen Kreis B. Sodann verbinde den 
Punkt B mit den Berührungspunkten C und G, welche 
Linien den Kreis B in D und H schneiden. Ziehe AE 
entgegengesetzt parallel zu BC und AF entgegengesetzt 
parallel zu BG. Yerbindet man F mit H imd E mit D, 
so hat man die gesuchten Tangenten. — Beweis wie oben. 

§ 71. Die Berührungskreise des Dreiecks. 

1. Der Kreis, welcher die drei Seiten eines Drei- 
ecks berührt, heisst der Inkreis. Sein Eadius sei 
mit Q bezeichnet. Der Kreis, 
der eine Seite und die 
Yerlängerungen der beiden 
anderen berührt, wird An- 
kreis genannt. Es giebt drei 
Ankreise, deren Radien seien 
^t ^a, ^bj ^c bezeichnet, je 
nachdem die Kreise die Seiten 
BC, AC, AB direkt d. h. nicht 
ihre Yerlängerungen berühren. 

2. In Fig. 57 seien an die 
beiden Kreise K und M beide 
äussere und eine innere ge- 
meinsame Tangente gelegt. Auf 
diese Weise entsteht /\ ABC, 
in welchem der Kreis K der Fig. 57. 
Inkreis und M der der Seite BC anbeschriebene ist. Nun 
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ist nach § 61, 3 AH=AJ, ebenso AF = AG; mithin 
FH = OJ. 

3. Weiter ist BC = (BD + CD) = BH + CJ, ebenso 
BC = (BE + CE) = BF + CÖ. Durch Addition erhält 
man2BC = FH + aJ = 2FH=2GJ;daherBC = FH 
= GJ. D.h.: 

Jede Dreieckseite ist so lang wie die 
Strecke auf jeder der beiden anderen Seiten, 
die zwischen den Berührungspunkten des In- 
und Ankreises liegt. 

4. Da nun aJ = BC und CO = CE ist, so folgt 
CJ = BE; aber es ist CJ = CD, daher BE = CD, und 
nach Wegnahme des gemeinsamen Strickes DE ver- 
bleibt BD = CE. 

5. Bezeichnet man den Umfang eines Dreiecks, 
a + b + c, mit 2 s, so lässt sich zeigen, dass AH = A J 
= s ist. Denn man hat AH = AB +HB = AB + BD 
imd ebenso AJ = AC + CD. Mithin 2 AH = 2 AJ 
= AB + AC + BC = a + b + c; daher AH = AJ = s. 
In Nr. 3 wurde gefunden HF = BC; aber AF = AH 
— HF, somit AF = s — a. Analog erhält man BF 
= s — b, CG = s — c. 

§ 72. IJebnngen. 
Bezeichnung. Q ^^s A, L, A auf L, K, A auf K, 
Q bedeutet: einen Kreis zu beschreiben, der durch A 
geht, L berührt, L in A berührt, den Kreis K berührt, 
den Kreis K in A berührt, den Eadius q hat. 

1. Die Bögen zwischen zwei parallelen Sehnen sind 
gleich. Umkehrung! 

2. Zwei zu einander senkrechte Sehnen zerlegen den 
Umfang in 4 Bögen; je zwei gegenüberliegende machen 
zusammen einen Halbkreis aus. 

3. Die beiden Strecken einer Sekante, welche diese 
zwischen zwei konzentrische Kreise legt, sind einander 

^eich. 
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4. Die grössere von zwei Sehnen hat vom Zentrum 
die kleinere Entfernung. 

5. Wie heisst der Kehrsatz zu Nr. 4 und sein Beweis? 

6. Schneiden sich zwei Sehnen eines Kreises, so ist 
einer von ihnen gebildete Winkel gleich der Sunmie der 
zwei Peripheriewinkel, die auf den zu ihm und seinem 
Scheitelwinkel gehörigen Bögen stehen. 

7. Wie heisst der Satz für den Fall, dass sich die 
Sehnen ausserhalb des Kreises schneiden? 

8. Ist ein Winkel, dessen Schenkel durch die End- 
punkte eines Bogens gehen, gleich dem Peripheriewinkel, 
der über diesem Bogen auf derselben Seite steht, so 
muss seine Spitze auf dem Umfang des Kreises liegen. 

9. Ueber der gemeinsamen Tangente zweier sich von 
aussen berührender Kreise als Durchmesser ist der Kreis 
gezeichnet. Es ist darzuthun, dass dieser Kreis die Zen- 
trale im gemeinsamen Berührungspunkte tangiert. 

10. Ist in einem Dreieck ta = ^Usl, so ist ea in A 
rechtwinklig. 

11. Wenn in einem Dreieck b > c ist, so ist der 
Winkel zwischen dem Radius des Umkreises nach A 
und der Mediane des <^ A = ^/a (ß — y). 

12. Im rechtwinkligen Dreieck ist e = V2(^ + <5 — a); 
ferner ist Qq, == ^/g (a + b + c). 

13. Die Diagonalen zerlegen ein Viereck in vier Drei- 
ecke. Die vier Zentren der Umkreise dieser Dreiecke 
sind die Ecken eines Parallelogramms. 

14. In dem A ABC geht ein Kreisbogen durch A, C 
und berührt AB, ein zweiter durch A, B und berührt BC, 
ein dritter durch B, und berührt A C. Es ist zu be- 
weisen, dass sich die drei Bögen in einem Punkte 
schneiden . 

15. Die Höhen eines Dreiecks sind die Medianen 
desjenigen Dreiecks, dessen Ecken die Fusspunkte der 
Höhen sind. 

16. Die Medianen der Winkel eines Vierecks bilden 
ein Kreisviereck. 
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17. Beschreibt man über den Seiten eines Dreiecks 
nach aussen gleichseitige Dreiecke und legt man um 
diese drei Dreiecke die Umkreise, so schneiden sich diese 
in einem Punkte. Weitere Eigenschaften dieser Figur 
sind anzuführen. 

18. Schneidet man von einem Dreieck, dem ein 
Kreis einbeschrieben ist, durch Tangenten an diesen 
Kreis drei kleinere Dreiecke an den Ecken ab, so ist die 
Sunmie der Umfange dieser Dreiecke gleich dem Um- 
fang des gegebenen Dreiecks. 

19. Man zeichne um das /\ ABC den Umkreis und 
bestinmie den Mittelpunkt M des Inkreises; femer ver- 
längere man die Gerade AM bis zu ihrem Schnitt D 
mit dem Umkreis. Beweise, dass DB = DM = DC ist. 

20. Zieht man durch die Eckpunkte eines einem 
Kreise einbeschriebenen Rechtecks Tangenten, so 
schliessen diese einen Bhombus ein. 

21. Die Fusspunkte der drei Lote, die man von 
irgend einem Punkt der Peripherie des Umkreises eines 
Dreiecks auf die Seiten desselben fällt, liegen auf einer 
Geraden. (Benütze Kreisvierecke zum Beweis I) 

22. Bestinmie die Länge der Strecke DE in Fig. 57. 

23. aus A, B, dessen Zentrum auf L liegt. 

24. Durch den Punkt A innerhalb eines Kreises eine 
Sehne zu ziehen, dass sie in ihm halbiert wird. 

25. An einen Kreis die Tangenten parallel L zu legen. 

26. aus L || L', A. 

27. aus A, B auf L. 

28. aus L, A, g, 29. aus L, L', q, 

30. Ueber AB den Kreisbogen zu zeichnen, der einen 
Winkel = a fasst. Mit Hilfe des Satzes vom Tangenten - 
Winkel. 

31. A aus a, ha, a; 32. A aus a + b, r, a. 

33. Rechtwinkliges A aus a, ha. 

34. A aus u, V, a. 

35. A aus p, q, a. 

36. Parallelogramm aus e, f, a. 

37. A aus a, ta, a. 
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38. Viereck aus a, b, ß, *^fd, *^fc; 39. Viereck aus 

a, b, ßy f, d; 40. Viereck aus a, b, d, a, y. 

41. Kreisviereck aus b, c, d, r. 42. Ebenso aus a, b, e, c. 
43. Tangentenviereck aus b, /?, y, c. 44. Ebenso aus 

b, ß, 7, f. 45. Ebenfeo aus a, b, c, ß, 

46. In einen Sektor den Inkreis zu beschreiben. 

47. Zwischen die Katheten des rechtwinkligen Drei- 
ecks ABC die Strecke XY=s so zu legen, dass sie von 
der Hypotenuse halbiert werde. 

48. aus A auf K, q; 49. aus K, L, q-, 50. aus 
K, K', e; 51. aus K, A, q] 52. aus A auf K, B. 

53. Eine Linie zu finden, die den gegebenen Kreis K 
berührt und in den gegebenen Kreis K' eine Sehne = s legt. 

54. A aus a, e, a; 55. A aus a, q, ßa; 56. A aus 
a, a, ßa. 

57. A aus 2 s, a, q; 58. A aus 2 s, a, a. 

59. um die drei Ecken eines Dreiecks Kreise zu be- 
schreiben, von denen sich je zwei berühren. 

60. Durch den einen Schnittpunkt zweier Kreise eine 
Sekante zu legen, so dass die in die Kreise fallenden 
Sehnen gleich werden. 

61. Desgleichen, so dass die zu den Sehnen gehörigen 
Zentriwinkel gleich werden. 

62. Desgleichen, so dass die Summe beider Sehnen 
gleich s werde. 

63. Durch den Schnittpunkt A der beiden Kreise 
K und K' eine Sehne in K so zu ziehen, dass sie von 
der Peripherie des Kreises K' halbiert werde. 

64. Gegeben sind die Punkte A, B und C. Durch A 
eine Gerade zu ziehen, dass die von B und C auf sie 
gefällten Lote eine gegebene Summe haben. 

65. Desgleichen eine gegebene Differenz. 

Q^, Man soll drei Kreise konstruieren, die sich gegen- 
seitig in den Punkten. A, B und C berühren. 

67. In dem A ABC die Strecke XY || BC so zu ziehen, 
dass XY -F BC = BX + CY werde. 
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9. Kapitel. 

Regelmässige Yielecke. 

§ 73. Eigenschaften. 

1. In den früheren Paragraphen war unter anderem 
die Eede vom gleichseitigen Dreieck, vom Quadrat, 
d. h. von Figuren mit gleichen Seiten und gleichen 
Winkeln. Die Erfahrung lehrt, dass es auch Fünfecke, 
Sechsecke etc. von gleicher Eigenschaft giebt. 

2. Ein Yieleck heisst regelmässig, regulär, 
wenn es gleiche Seiten und gleiche Winkel hat. 

3. Jedes reguläre Polygon ist axial symmetrisch 
sowohl für die Mediane eines Winkels, als auch für 
das Mittellot einer Seite. 

4. Wird — Fig. 58 — die Mediane AA' des ^ A 

zur Symmetrale gewählt, so 
sind die Winkelhalbierenden 
BB', FF' benachbarter Winkel 
homologe Greraden, sie müssen 
sich somit auf AA' schneiden, 
oder diese drei Medianen treffen 
sich in dem Punkte 0. Aus 
demselben Grrunde vereinigen 
sich CG', BB', AA' in 0, 
wenn man BB' zur Symmetrale 
macht.) Da femer auch das 

Mittellot GGr' zur Achse der Symmetrie genommen 
werden kann, und sich alsdann die Medianen AA', BB' 
entsprechen, so wird deren Schnittpunkt auf dem Mittel- 
lot liegen, oder das Mittellot geht durch 0. Das Grleiche 
lässt sich von den Mittelsenkrechten der anderen Seiten 
darthun. Daher : 
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In jedem regelmässigen Yieleck schneiden 
sich die Medianen der Winkel und die Mittel- 
senkrechten der Seiten in demselben Punkt. 

5. Nimmt man dies Ergebnis zusammen mit den 
Eigenschaften des Mittellotes und der Winkelhalbierenden, 
so ergiebt sich, dass der Schnittpunkt sowohl von 
den Ecken, als auch von den Seiten des Yielecks gleich- 
weit entfernt ist. D. h. : 

Jedes reguläre Polygon lässt einen Um- 
kreis und einen Inkreis zu; beide Kreise sind 
konzentrisch. 

6. Die Winkelhalbierenden AO, BO etc. teilen den 
vollen Winkel bei in n gleiche Teile, wenn das 
Yieleck n Seiten hat; daher ist jeder Zentriwinkel 

n 

§ 74. Kehrsätze. 

1. Teilt man die Peripherie eines Kreises in 
n gleiche Teile und verbindet je zwei Nachbarpunkte 
durch Sehnen, so lässt sich beweisen, dass das so ent- 
standene Yieleck regelmässig ist: Die Seiten sind ein- 
ander gleich, weil sie zu gleichen Bögen gehören, und 
die Wiakel sind einander gleich, da jeder ein Peripherie- 
wiükel auf (n — 2) : n tel des Umfanges ist. 

2. In analoger Weise zeigt man die Richtigkeit des 
folgenden Satzes: Teilt man den Umfang eines Kreises 
in n gleiche Teile, und legt man in den Teüpunkten 
an den Kreis die Tangenten, so bilden dieselben ein 
reguläres Yieleck. 

§ 76. Konstruktion zweier Reihen regulärer Polygone. 

1. Zieht man in einem Kreise zwei zu einander 
senkrechte Durchmesser, so sind deren Endpunkte die 
Ecken des regelmässigen Yierecks. Durch Halbieren 
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der Bögen kommt man auf das Achteck, von hier aus 
auf das Sechzehneck u. s. w. 

2. Da der Zentriwinkel des regulären Sechsecks 
gleich 60® ist, so folgt, dass eine Seite dieses Vielecks 
gleich dem Radius des Umkreises ist. Halbiert man 
die zu den Seiten des Sechsecks gehörigen Bögen, so 
tritt das regelmässige Zwölfeck und in gleicher Weise 
das Yierundzwanzigeck u. s. w. auf. 

§ 76. Uebnngen. 

1. In jedem regulären n-Eck ist ein Winkel = 
2 — ''.R. 



n 

2. In jedem regelmässigen Vieleck von gerader 
Seitenzahl sind je zwei Gegenseiten parallel. 

3. Trägt man auf den Seiten AB, BC und CA eines 
gleichseitigen Dreiecks die Stücke A D = B E = C F = Vs A.B 
ab und verbindet man die Punkte D, E und F mit ein- 
ander, so ist A DEF gleichseitig und seine Seiten stehen 
auf denen des A ABC senkrecht. 

4. Im gleichseitigen Dreieck ist e = ^/g h. 

5. Ueber AB als Seite das regelmässige Sechseck zu 
konstruieren. 

6. Ein gleichseitiges Dreieck so abzustumpfen, dass 
ein regelmässiges Sechseck übrig bleibt. 

7. Ein Achteck zu konstruieren, das mit einem ge- 
gebenen Quadrat gleichen Umfang hat. 

8. In einen Kreis drei gleiche Kreise zu beschreiben, 
von denen jeder die beiden anderen und den gegebenen 
Kreis berührt. 

9. Durch die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks drei 
Linien zu ziehen, welche ein gleichseitiges Dreieck von 
der Seite s bilden. 

10. Drehe ein Quadrat um seinen Mittelpunkt um 45® 
und untersuche die Figur, welche aus beiden Quadraten 
gebildet wird. 
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11. Drehe ein gleichseitiges Dreieck um 2 R, und 
untersuche die Figur, die durch die beiden Dreiecke 
hervorgerufen wird. 

12. Die Diagonalen eines regulären Fünfecks bilden 
wieder ein regelmässiges Fünfeck. 

Bemerkung. Verlängert man alle Seiten eines regel- 
mässigen Fünfecks bis zum Schnitt, so entsteht der 
Drudenfuss, das Pentagramm, welches im Mittelalter als 
Zauber gegen Elementargeister angewendet wurde. 



10. Kapitel. 

Die Gleichheit der Inhalte. 

a. Verghichung der Inhalte. 

t 77. Einführung. 

Wälirend in den vorangegangenen Kapiteln Winkel, 
Strecken, Linien der Figuren betrachtet worden sind, 
soll jetzt der Inhalt derselben einer Untersuchung 
unterworfen werden. 

1. Zwei Figuren heissen gleich, wenn sie gleichen 
Flächeninhalt haben. 

2. Zusatz. Kongruente und symmetrische Figuren 
sind einander gleich. 

3. Jede Seite eines Dreiecks heisst Grundseite. 
Im Parallelogramm, Trapez werden zwei parallele Gregen- 
seiten Grundseiten genannt, und der Abstand beider 
heisst die zugehörige Höhe. 

4. Haben zwei Dreiecke, Parallelogramme, Trapeze 
gleiche Höhe, so lassen sie sich zwischen zwei Par- 
allelen legen, deren Abstand jener Höhe gleichkommt, 
und umgekehrt: Liegen diese Figuren zwischen zwei 
Parallelen, so haben sie gleiche Höhe. 
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5. Im spitzwinkligen Dreieck liegen sämtliche Höhen 
innerhalb des Dreiecks, im rechtwinkligen Dreieck fallen 
zwei derselben mit den Katheten zusammen und im 
stumpfwinkligen Dreieck liegen die beiden Höhen ausser- 
halb des Dreiecks, welche auf die den stumpfen "Winkel 
einschüessenden Seiten gefäUt sind. — Im Rhombus und 
im Quadrat sind die beiden Höhen einander gleich. — 
Im gleichschenkligen Dreieck sind die Höhen auf die 
Schenkel und im gleichseitigen Dreieck sind alle drei 
Höhen einander gleich. 




D C 
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§ 78. Die Gleichheit der Parallelogramme 

nnd Dreiecke. 

1. Bei der Yergleichung der Inhalte geradliniger 
Figuren geht man am besten von Parallelogrammen aus. 
Man wählt zunächst zur Untersuchung zwei Parallelo- 
gramme von gleicher Grundseite und gleicher zuge- 
höriger Höhe. Diese beiden Figuren lassen sich zwischen 
zwei Parallelen legen, wodurch Fig. 59 erhalten wird. 

Da EF==AB ist, so deckt 
das Trapez AEHD nach 
einer Yerschiebimg um AB 
längs AF die Figur BFGC. 
Beide Trapeze sind daher 
gleich. Nach Wegnahme 
des gemeinsamen Trapezes 
BEHC bleibt ABCD = 
EFGH. D.h.: 
Zwei Parallelogramme von gleicher Grund- 
seite und gleicher Höhe sind gleich. 

2. Jedes Parallelogramm ist für den Schnittpunkt 
seiner Diagonalen zentrisch symmetrisch. Daraus folgt, 
dass die beiden Dreiecke, in die es durch eine Diagonale 
zerlegt wird, gleich sind, oder jedes Dreieck ist die 



Svv.W^X^>XvN»>VO.NN, 



B £ 

Fig. 59. 
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Hälfte des Parallelogramms. Ein solches Dreieck hat 
gleiche Grundseite und gleiche Höhe mit dem Parallelo- 
gramm, und weil letzteres durch irgend ein anderes 
von gleicher Grundseite und Höhe ersetzt werden darf, 
so erhält man den Satz: 

Ein Dreieck ist die Hälfte eine's Parallelo- 
gramms von gleicher Grundseite und Höhe. 

3. Folgerung. Zwei Dreiecke von gleicher 
Grundseite und Höhe sind einander gleich. 

4. Gleiche Parallelogramme von gleicher Grund- 
seite haben gleiche Höhe, von gleicher Höhe gleiche 
Grundseite. Führe den entsprechenden Lehrsatz für 
das Dreieck an und beweise beide Sätze! 

§ 79. Geometrischer Ort. 

Der geometrische Ort der Spitze aller 
gleichen Dreiecke auf gemeinsamer -Grundseite 
besteht aus zwei Parallelen zur Grundseite. 



1. 



§ 80. Die Pythagoreischen Sätze. 

Es seien — Fig. 60 — a, b, c die Seiten des 



rechtwinkligen Dreiecks ABC, 
h die Höhe auf die Hypotenuse, 
p, q die dadurch entstandenen 
Abschnitte auf letzterer — sie 
werden die Projektionen 
von b, c auf BC genannt — ; 
femer werde der Inhalt eines 
Quadrats von der Seite s mit s^, 
der Inhalt eines Rechtecks von 
den anstossenden Seiten f, g 
mit f .g bezeichnet. (Dass dies 
statthaft ist, wird in § 106 ge- 
zeigt werden.) 

Mahler, Geometrie 
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2. Die wichtigsten Inhaltsbeziehungen werden am 
rechtwinkligen Dreieck erhalten. Diese sind b^=a.p; 
c*=-a.q; b^ + c*=a*; h*=p.q. Die Richtigkeit der- 
selben wird wie folgt bewiesen: 

3. Errichte auf den Seiten des rechtwinkligen Drei- 
ecks ABC die Quadrate BCDE, ABJH, ACFÖ; zer- 
lege ferner das erstere Quadrat durch das Lot AL zu 
BC in die beiden Rechtecke BKLE, CKLD. Zieht 
man noch EN || BA und JM || BC, so ist Parallelo- 
gramm BENA = BJMC, weil sich beide nach einer 
Drehung um B um 90** decken. Aber Parallelogramm 
BENA = Rechteck BKLE und Parallelogramm BJMC 
= Quadrat BJHA. Daher ist auch Rechteck BKLE 
= Quadrat BJHA oder c^=a.q. Ebenso beweist man 
b2=a.p. In Worten: 

Das Quadrat über einer Kathete eines recht- 
winkligen Dreiecks ist gleich dem Rechteck 
aus der Hypotenuse und der Projektion dieser 
Kathete auf die Hypotenuse. (Satz des Euklides.) 

Addiert man die beiden soeben erhaltenen Resultate^ 
so kommt a*=b^ + c*. D. h.: 

Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat 
über der Hypotenuse gleich der Summe der 
Quadrate über den Katheten. (Satz des Pythagoras.) 

4. IVIacht man nun KO = KC und zieht OP || BC, 
so ist KCPO das Quadrat über p; auch ist OL = q. 
Nach Nr. 3 ist aber b2=h2 + p^ und b^=a.p = p* + 
p.q, weil KCDL = KCPO + OPDL ist; folgüch ist 
h^^p.q. D. h.: 

In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das 
Quadrat der Hohe gleich dem Rechteck aus den 
Abschnitten der Hypotenuse. (Höhensatz.) 

5. Bemerkung. Um zu beweisen, dass eine Grösse 
gleich der Summe zweier anderen ist, zerlegt man 
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häufig diese eine Grösse in zwei Teile, die den beiden 
kleineren Grössen einzeln verglichen gleich sind. Dieses 
Verfahren rechtfertigt hier die Hilfslinie AL. Die beiden 
anderen Hilfslinien JM und EN führen auf kongruente 
Figuren. 

6. Ist in einem Dreieck das Quadrat der grössten 
Seite gleich der Summe der Quadrate der beiden anderen 
Seiten, so ist das Dreieck rechtwinklig. Beweis! 

7. Der oben unter Nr. 3 bewiesene Satz wird nach 
Pythagoras aus Samos (im 6. Jahrh. v. Chr.) der Pytha- 
goreische genannt. Die Thatsache, dass drei Strecken 
von 3, 4, 5 Längeneinheiten die Seiten eines recht- 
winkligen Dreiecks sind, ist schon sehr frühe gefunden 
worden. Sehr wahrscheinlich hatten die alten Aegypter 
und Babylonier Kenntnis davon. Auch Pythagoras 
musste um diesen Satz wissen. Dazu entdeckte er, dass 
324-4-3=52 igt ^^g ^Qj. Verbindung dieser beiden 

Richtigkeiten entsprang der berühmte Lehrsatz, zunächst 
jedoch nur für das Dreieck, dessen Seiten 3, 4, 5 Ein- 
heiten lang sind. Pythagoras hat ihn dann sicherlich 
auch für das gleichschenklig rechtwinklige Dreieck als 
richtig erwiesen. Der heute noch gebräuchlichste Beweis 
stammt von dem alexandrinischen Mathematiker Euklides 
(300 V. Chr.) her. Er stützt sich auf die Kongruenz der 
Dreiecke JBC und ABE. Pythagoras löste auch die 
Aufgabe: Drei Zahlen a, b, c von der Beschaffenheit zu 
finden , dass a^ = b^ + c^ werde. Er fand , wenn n eine 
ganze Zahl ist, für a = 2n2 + 2n + l, b = 2n^ + 2n, 
c = 2n + 1. In der That ist n = 1 , so ist a = 5, b = 4, 
c = 3; ist n ^ 2, so kommt a = 13, b = 12, c = 5 u. s. w. 

§ 81. Anwendung auf das schiefwinklige Dreieck. 

1. Es sei — Fig. 61 — ABC ein bei C spitz- 
winkliges Dreieck, AE j_BC. Nach § 80 ist nun c* 
-=(a— p)2 + h2=a2 + p'» — 2ap + h2=a2 + b2— 2ap, 
weil h^-f-p-=b2 ist. 

6* 




Fig. 61. 




C /»E 
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2. Ist dagegen — Fig. 62 — ABC ein bei C stumpf- 
winkliges Dreieck, und ist auch hier 
AEJ_BC, so erhält man c*=fa + p)» 

+ h2= a« + p» + 2 ap + h»= a* 
+ b« + 2ap. 

Beide Sätze lauten in Worten: 
Im stumpfwinkligen Dreieck ist 
das Quadrat der grössten Seite grösser 
als die Summe der Quadrate der 
beiden andern Seiten um das doppdte 
Rechteck aus der einen dieser Seiten 
und der Projektion der andern auf sie ; 
in jedem Dreieck ist das Quadrat einer 
Seite, die einem spitzenWinkel gegen- 
ng,ea. überliegt, um eben so viel kleiner. 

6. Verwandlung der Figuren. 
% 82. Aufgaben. 

1. Eine Figur verwandeln heisst sie unter Er- 
haltung ihres Flächeninhalts so umgestalten, dass sie 
gewissen gegebenen Bedingungen genügt. Somit lässt 
sich jede Aufgabe über Yerwandlung auch in der 
Fassung geben : Eine Figur zu konstruieren, von welcher 
neben andern Stücken der Inhalt gegeben ist. 

2. Das gegebene Dreieck ABC 
D A in ^in anderes mit der gemeinsamen 

Gnmd Seite BC zu verwandeln, von 
dem noch die Nebenseite c gegeben ist. 
Konstruktion. — Fig. 63 — 
Ziehe durch A die Parallele zu BC, 
welche den um B mit c beschriebenen 
Kreisbogen in D schneidet. Yerbinde 
D mit B und C. /\ BCD ist das ver- 
Pig. 63. langte. 




Die Gleichheit der Inhalte. 



85 




3. Das gegebene ParaUelogramm AB OD in ein 
anderes mit der gemeinsamen Grrundseite BC zu ver- 
wandeln, von dem noch ^ß gegeben ist. 

Konstruktion. 

— Fig. 64. — Lege an a f d ^E 

BCinBden-^ CBM 
= ß an. Der Schenkel 
BM schneidet AD in 
F. Ziehe C E || B F. 
BCEF ist das ver- 
langte Parallelogramm. 

Bemerkung. Yerwandle ein gegebenes Parallelo- 
gramm in ein Rechteck. 

4. Ein gegebenes Dreieck in ein Parallelogramm 
imter Beibehaltung a) einer Seite, b) einer Höhe zu 
^verwandeln. 

a) Konstruiere über der beibehaltenen Seite ein 
jParallelogramm, dessen Höhe die Hälfte derjenigen 
Dreieckshöhe ist, die zu jener Seite gehört. 

b) Konstruiere ein Parallelogramm, dessen Höhe 
gleich der gegebenen Dreieckshöhe ist, und dessen zu- 
gehörige Qrundseite die Hälfte derjenigen Dreiecksseite 
ist, die zu jener Höhe gehört. 

Bemerkung. Verwandle ein gegebenes Dreieck in 
ein Rechteck. 

5. Ein Vieleck in ein anderes zu verwandeln, das eine 
Ecke weniger als das gegebene hat. 

Konstruktion. Gregeben ist 
das Fünfeck ABCDE. Wenn die 
Ecke D verschwinden soll, so ziehe 
AD und durch E die Parallele zu 
AD, welche die verlängerte CD in 
F schneidet. Verbinde A mit F. 



Es ist ABCF das verlangte Viereck. 




Fig. 65. 
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Fig. 66. 
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Fig. 67. 



Beweis. Nach § 78, 3 ist 
AADF = ADE. Zälüt man zu 
beiden Di-eiecken das Viereck AB CD 
hinzu, so ergiebt sich ABCP = 
ABCDE. 

Bemerkung. Yerwandle ein ge- 
gebenes Fünfeck in ein Dreieck. 

6. Das gegebene Dreieck ABC 
in ein anderes zu verwandeLi, so dass 
^^ B bleibt und die eine der ein- 
schliessenden Seiten, BC, die ge- 
gebene Grösse s erhält. 

Konstruktion. Auf dem Strahl 
BC trage BE = s ab. Ziehe AE 
und durch C die Parallele zu EA, 
welche die Seite AB in F schneidet. 
Yerbinde F mit E, so ist BFE 
das gewünschte Dreieck. 

Beweis. Esist /\ BCF = BCF; 
ferner A ^CE = FCA (§ 78, 3), 
addiert: A BFE = ABC. Ausser- 
und ^ B geblieben. 
Beobachte, wie sich die Höhe h» mit 



dem ist BE = s 

Bemerkung. 

der Länge der BC ändert. — Yerwandle das Dreieck 
ABC in ein anderes, so dass der ^B bleibt und die 
Höhe ha = s wird. 

7. Das gegebene Eechteck AB CD in ein Quadrat 
zu verwandeln. 

Konstruktion, a) Mit dem Enkl. Satze. Fig. 67. 
Trage auf DA die Strecke DE = DC ab; beschreibe 
über AD als Durchmesser den Halbkreis, errichte auf 
AD in E das Lot, welches den Halbkreis in F schneidet; 
ziehe DF, so ist diese Strecke die Seite des gesuchten 
Quadrates. 
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b) Mit dem Höhensatze. Fig. 68. Yei-Iängere AD 
bis E um DC, konstruiere über AE als Durchmesser 
den Halbkreis; dieser wird von 
der verlängerten CD in F ge- 
schnitten. Es ist DF die Seite 
des gesuchten Quadrates. 

8. Ein Vieleck in ein Qua- 
drat zu verwandeln. ^ 

Konstruktion. Yerwandle \ 
das Polygon mit Hilfe von Nr. 5 
in ein Dreieck, dieses mittelst [^ 
Nr. 4 in ein Rechteck und B 
letzteres nach Nr. 7 in das 
gesuchte Quadrat. 

9. Ein Quadrat zu konstruieren, das gleich der Summe 
oder der Differenz zweier gegebenen Quadrate a^, b^ ist. 

Konstruktion. Im ersten Falle stelle man ein 
rechtwinkliges Dreieck her, dessen Katheten gleich a, b 
sind. Die Hypotenuse ist die Seite des gewünschten 
Quadrates. Im anderen Falle wird die grössere ge- 
gebene Quadratseite zur Hypotenuse, die kleinere zu 
einer Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks gewälüt. 
Die andere Kathete ist die Seite des gesuchten Quadrats. 

10. Ein Quadrat zu konstruieren, das doppelt, vier- 
mal so gross ist als ein gegebenes Quadrat. 




c. Teilung der Figuren. 

§ 83. Aufgaben. 

1. Ein gegebenes Dreieck von einer Ecke aus in 
n gleiche Teüe zu teüen. 

Konstruktion. Teile die Gegenseite der gegebenen 
Ecke in n gleiche Teüe und verbinde die Teilpunkte 
mit der Ecke. 



88 



Symmetrie und Kongruenz. 



2. Ein gegebenes Trapez in n gleiche Teile zu 
zerlegen. 

Konstruktion. Teile die Mittellinie in n gleiche 
Teile; ziehe durch die Teilpunkte Linien, welche die 
Ghrundseiten schneiden, einander aber innerhalb der 
Figur nicht treffen. 

Beweis. Jedes der erhaltenen Trapeze ist gleich 
einem ParaUelogramm, dessen Höhe gleich der Höhe 
des Trapezes, und dessen Grrundseite gleich 1/n tel der 
Mittellinie ist. 

3. Das gegebene /\ ABC von dem auf der Seite 
AB gelegenen Punkte E aus zu halbieren. — Fig. 69. — 

1. Konstruktion. Halbiere BC in F; verwandle 
A ABF in das A ^^K, so dass die Seite BA durch 
BE ersetzt wird; dann ist EK die gesuchte Teilungslinie. 

2. Konstruktion. Yerwandle /\ ABC in das 

A BEL, so dass E die Spitze 
wird. Ziehe nämlich EC, so- 
dann durch A die Parallele zu 
EC, welche die verlängerte BC 
in L trifft, verbinde E mit L. 
Halbiere BL in K. Die Linie 

k EK halbiert das gegebene 
Dreieck. 

Bemerkung. Solche Teüungs- 
aufgaben lassen sich im allgemeinen in doppelter Weise 
lösen: Endweder durch vorhergehende Teüung und 
nachfolgende Yerwandhmg, oder umgekehrt. 

4. Ein Quadrat zu zeichnen^ das die Hälfte eines 
gegebenen Quadrats ist. 




§ 84. Uebongen. 

1. Jede durch den Schnittpunkt der Diagonalen eines 
Parallelogramms gehende Gerade halbiert dasselbe. 
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2. Zieht man durch die Mitte der Nebenseite eines 
Trapezes die Parallele mit der anderen Nebenseite, so 
entsteht ein Parallelogramm, das gleich dem Trapez ist. 

3. Die Mittellinie eines Dreiecks schneidet von diesem 
ein Dreieck ab, dessen Inhalt ^/4 von dem des gegebenen ist. 

4. Die Mitten der vier Seiten eines Vierecks sind 
die Ecken eines Parallelogramms, das die Hälfte des 
Vierecks ist. 

5. Zieht man durch einen Punkt einer Diagonale 
eines Parallelogramms die Parallelen zu den Seiten, so 
sind diejenigen entstandenen Parallelogramme gleich, 
durch welche die Diagonale nicht geht. 

6. Die Linien JO und AE der Fig. 60 stehen senk- 
recht aufeinander. 

7. Sind a, b zwei Strecken, so ist (a + b)^=a' + b* 
-f 2ab. 

8. Desgleichen (a — b)«=V + b^— 2 a b. 

9. Desgleichen (a + b) . (a]— b) = a«— b^ 
10. InPig. 70ist ABC 

ein Dreieck, in dem ACDE 
und ABGF Parallelo- 
gramme über den Seiten 
AC und AB sind. Es wird 
GF und DE bis zum 
Schnitt in H verlängert, 
alsdann HA gezogen und 
damit die Parallelen BJ 
und CK; verbinde Jmit K. 
Es ist zu beweisen, dass 
BCKJ ein Parallelogramm 
und BCKJ==ACDE + ABGF ist. (Satz des Pappus.) 

11. Den Pythagoreischen Lehrsatz mittelst des Satzes 
Nr. 10 zu beweisen. 

12. In Fig. 71 ist O die Mitte des grösseren Katheten - 
quadrates, auch ist GH_LCB, EF i| CB gezogen. Weiter 
wird die Figur, wie die Zeichnung zeigt, zerlegt. Es ist 
durch diese Zerlegung der Pythagoreische Lehrsatz zu 
beweisen. 




Fig. 70. 
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Fig. 71. 



13. In jedem Parallelo- 
gramm ist a^ + b'^ + c^ + d* 

= e^ + f'. 

14. In jedem Dreieck ist 
4 ta' + a^= 2 b^ + 2 c^ 

15. In jedem Dreieck ist 
4(ta^ + tb'+tc')=3.(aHb« 
+ c«). 

16. Stehen in einem Vier- 
eck die Diagonalen senkrecht 
aufeinander, so ist a^ + c^ = 
b'* + d«. 

17. Fällt man von einem 
Punkte innerhalb eines Drei- 
ecks auf die Seiten die Lote^ 
welche diese in zwei Ab- 
schnitte zerlegen, so sind die 

beiden Summen aus den Quadraten je dreier nicht zu- 
sammenstossender Abschnitte einander gleich. 

18. Ist in einem Viereck g die Verbindungsstrecke 
der Mitten der Diagonalen , so ist a® + b^ + c^ + d^ = 

19. "Welchen Satz erhält man, wenn ein gegebenes 
Dreieck bei gegebener Richtlinie um eine gegebene 
Strecke verschoben wird? 

20. Ziehe in einem regulären Sechseck von einer 
Ecke aus die Diagonalen und vergleiche die entstandenen 
Dreiecke nach ihrem Inhalt miteinander. 

21. Das AABC in ein anderes zu verwandeln, so 
dass BC bleibt, und <^ ABC = 99 wird. 

22. Das /ABC in ein gleichschenkliges mit der Basis 
BC zu verwandeln. 

23. Das /_ ABC in ein anderes zu verwandeln, so 
dass BC = s und <^ ABC = <p wird. 

24. Das ^ ABC in ein anderes zu verwandeln, so 
dass BC = s und <^ BAC = (p wird. 

25. Das Parallelogramm AB CD in ein anderes zu 
verwandeln, so dass BC = s und AB = t werde. 
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26. Ein Parallelogramm in einen Rhombus mit ge- 
gebener Seite = s zu verwandeln. 

27. Desgleichen mit gegebener Diagonale BD = s. 

28. Ein Parallelogramm in ein Rechteck mit ge- 
gebener Seite = s zu verwandeln. 

29. Desgleichen mit gegebener Diagonale = s. 

30. Ein gegebenes Dreieck zu verdreifachen. 

31. Durch den gegebenen Punkt P eine Linie zu 
ziehen, die das gegebene Parallelogramm AB CD halbiert. 

32. Das gegebene Parallelogramm AB CD von A aus 
in vier gleiche Teile zu zerlegen. 

33. Desgleichen in fünf gleiche Teile. 

34. Eine Teilungslinie, die von einem Punkt einer 
Seite eines Vielecks ausgeht und nicht ganz in dasselbe 
fällt, vollständig in die Figur zu legen. 

35. Ein Dreieck von einem innerhalb gelegenen 
Punkte aus in vier gleiche Teile zu teilen. 

36. Verbindet man die Mitten zweier Gegenseiten 
eines Vierecks mit den Endpunkten ihrer gegenüber- 
liegenden Seiten, so entstehen zwei Dreiecke, deren 
Summe gleich dem Viereck ist. (Ziehe zum Beweis eine 
Diagonale.) 

37. Der Schnittpunkt der Diagonalen des Vierecks 
AB CD sei E; verlängere EB um DE bis F und EC um 
AE bis G; ziehe FG, so ist A EFG gleich dem Viereck 
AB CD. (In Worten?) 

38. Ein Dreieck in ein anderes zu verwandeln, dessen 
Ecken auf drei gegebenen Geraden liegen. 




II. Abschnitt. 

Achnllchkeit. 



11. Kapitel. 

Proportionale Strecken, erzeugt durch 

Farallellinien. 

§ 85. Bas Messen der Strecken. 

1. Die Strecke p (Grösse p) durch, die Strecke q 
(Grösse q) messen, heisst angeben, wie oft letztere in 
ersterer enthalten ist. Dass p durch q gemessen werden 
soll, wird arithmetisch durch p : q, durch das Ver- 
hältnis p zu q, ausgedrückt. Das Ergebnis der Mes- 
sung ist eine unbenannte Zahl, die Verhältnis zahl 
genannt wird. 

2. Dabei sind drei Fälle möglich: 

a) Die Strecke q geht in der Strecke p auf; die 
Verhältniszahl ist eine ganze Zahl. 

b) Die Strecke q geht in p nicht auf, aber ein 
aliquoter Teil von q ist in p enthalten; die Verhältnis- 
zahl ist eine gebrochene Zahl. 

c) Weder die Strecke q selbst, noch ein aliquoter 
Teü von ihr ist in p enthalten. Die Verhältniszahl ist 
irrational. Ein Beispiel hierzu liefert das gleichschenklig 
rechtwinklige Dreieck. Ist die Hypotenuse gleich p, 

lie Kathete gleich q, so ergiebt sich p : q=y2. 



Proportionale Strecken, erzeugt d. Parallellinien. 93 

In den Fällen a) und b) sind die Strecken p, q 
kommensurabel, im Falle c) hingegen inkommen- 
surabel zu einander. Jede irrationale Yerhältniszahl 
lässt sich bis zu jedem beliebigen Grad von Genauig- 
keit durch eine rationale ersetzen. 

3. Ist die Yerhältniszahl der Strecken p, q gleich 
derjenigen der beiden andern s, t, so heissen die vier 
Strecken proportional; die Gleichsetzung beider Yer- 
hältnisse liefert die Proportion p:q = s:t (p zu q 
wie s zu t). 

4. Die Proportionalität der Strecken wird zunächst 
dazu verwendet, an geometrischen Gebilden Strecken- 
paare aufzusuchen bezw. herzustellen, welche dieselbe 
Yerhältniszahl haben wie ein vorhandenes Paar. 

§ 86. Der Proportionalsatz. 

1. Um vier proportionale Strecken zu erhalten, geht 
man am einfachsten von einem Zweistrahl aus, der von 
zwei Parallelen geschnitten wird. In Fig. 72 entstehen 
dadurch auf dem einen Strahl die 
Strecken AC, AB, und es wäre zu 
untersuchen, ob die Figur noch ein 
anderes Streckenpaar enthält, wel- 
ches eine Yerhältniszahl aufweist 
gleich der von AC: AB. 

Setzt man voraus, dass die beiden 
Strecken AB, AC kommensurabel sind, 
so muss ein aliquoter Teil von AB in 
AC aufgehen. Ist dieser Teil in Fig. 72. 

AB selbst n-mal, in AC m-mal enthalten, so hat AC : AB 
den Wert m/n. Legt man nun durch die Teüpunkte 
Linien parallel mit CE, so wird AD in n, AE in 
m gleiche Teüe geteilt, woraus auch für AE:AD der 
Wert m/n folgt. Daher ist AC:AB = AE:AD. 
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Sind hingegen die Strecken AC und 
AB inkommensurabel, so zerlege man 
(Fig. 73) AB in n gleiche Teüe; 
AC wird nun mehr als m und weniger 
als (m + 1) solcher Teile enthalten. 
Das Verhältnis AC:AB ist dem- 
nach zwischen die Grenzen — und 

eingeschlossen. Durch ein 

n 

Fig. 78. (^^jj^ obigen analoges Yerfahren er- 

giebt sich, dass auch AE:AD zwi- 

_. m . m + 1 ,. _ 

sehen den urenzen — und liegt. Je grösser 

n n 

man n wählt, d. i. die Anzahl der Teile, in welche man 
AB zerlegt, umsomehr nähern sich beide Grrenzen. 
Nach dem arithmetischen Satze „sind zwei Zahlen stets 
zwischen denselben Grenzen enthalten, sosehr sich 
letztere einander nähern, so sind die Zahlen einander 
gleich", ist somit auch in diesem Falle AC:AB = 
AE:AD. 

2. Wendet man auf die soeben gefundene Pro- 
portion den Satz von der koiTC- 
spondierenden Subtraktion an, so 
kommt AB:(AC — AB) = AD:(AE 
— AD), d. h. AB : BC = AD : DE. 
3. Fig. 74. Es ist nach Nr. 1 





AC:AB = AE:AD imd nach Nr. 2 

BC : AB = DE : AD, folgUch AC : BC 

-=AE:DE. 

4. Ziehe durch D die Parallele 

zu AC, welche CE in F schneidet, 
so ist an dem Zweistrahl E nach Nr. 3 EC : CF 
= EA:AD. Weil aber BD = CF ist, so hat man 
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auch CE : BD = AE : AD. Ebenso findet man CE : BD 
= AC:AB. (Fig. 74.) 

Diese Ergebnisse lassen sich in Worten so fassen: 
Wird ein Zweistrahl von zwei Parallelen 
geschnitten, so verhalten sich je zwei Ab- 
schnitte des einen Strahls wie die entsprechend 
liegenden des andern, und die Parallelstrecken 
wie die vom Scheitel bis zu ihnen genommenen 
Abschnitte eines Strahles. 

Bemerkung, a) Diese Sätze gelten auch noch, wenn 
die Parallelen zu verschiedenen Seiten des Scheitels 
liegen, b) Sie finden Anwendung bei der Konstruktion 
des verjüngten Massstabes und des Proportionalzirkels. 

§ 87. Kehrsatz. 

Die Teile 1, 2, 3 des Proportionalsatzes lassen eine 
uneingeschränkte ümkehrung zu. 
Bilden z. B. in Fig. 75 die Strecken 
AC, AB, AE, AD die Proportion 
AC:AB = AE:AD, so lässt sich 
indirekt zeigen, dass CE || BD ist. 

Wäre nämlich nicht CE, sondern 
CK die Parallele zu BD, so ist AC : AB 
^AK:AD. Aus dieser und der ge- 
gebenen Proportion folgt AK = AE. Da j,. ^^ 
nun diese Strecken gleich gerichtet 
sind, so fällt K mit E zusammen, oder es ist CE || BD. 
Ebenso beweist man die Kehrsätze zu 2, 3. In Worten: 

Werden die Schenkel eines Zweistrahls 
von zwei Geraden so geschnitten, dass die 
Abschnitte auf dem einen Schenkel das gleiche 
Verhältnis wie die entsprechenden Abschnitte 
auf dem andern Schenkel haben, so gehen die 
schneidenden Linien parallel. 
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Fig. 76. 



f 88. Aufgaben. 

1. Zu den gegebenen Strecken a, b, c die vierte 
Proportionale x zu finden, so dass a:b = c:x ist. . 

Konstruktion. Auf den Geraden des Zweistrahls E 

trage E F = a, E G = b, 
EH = c ab, ziehe FH und 
GJ II FH. Es ist EJ die 
verlangte Strecke x. 

Bemerkung. Ist x ein an- 
deres als das vierte Glied 
der Proportion, so stelle man 
diese so um, dass x das letzte 
Glied wird. 

2. Die gegebene Strecke AB in dem gegebenen 
Yerhältnis m:n zu teüen. 

Konstruktion. Fig. 77. 

Mache A C = m; ziehe durch 

B die ParaUele DE zu AC, 

so dass BD = BE = n wird. 

Verbinde C mit D und E; 

diese Linien schneiden AB 

in F und G, durch welche 

Punkte die gewünschte 

Teilung erfolgt. 

Beweis. Es ist AF:FB = AC :BD, und AG:BG 

= AC:BE; aber weü AC = m, BD = BE = n ist, so 

erhält man AF:BF = m:n imd AG:BG = m:n. 

3. Bemerkung. Man sagt die Punkte F und G teilen 
AB im Verhältnis m:n harmonisch. Ist nämlich 
m:n = 3:l, so geben Saiten von den Längen AG, AB, 
AF Grundton, Quint, Oktav; ist m : n = 5 : 1, so erzeugen 
sie den Dreiklang (Grundton, Terz, Quint). Die Pytha- 
goreer nannten die Proportion (a — x) : (x — b) = a : b 
eine harmonische. 
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Flg. 78. 



Auch ist CF:FD = 



§ 89. Transversalen. 

Eine nähere Untersuchung der zweiten Aufgabe 
des vorigen Paragraphen liefert interessante Eigen- 
schaften der Schwerlinien 
eines Dreiecks. Es ist klar, 
dass — Fig. 78 — die Punkte 
F und Gr durch A, B und 
das Verhältnis m : n ein- 
deutig bestimmt sind. Ver- 
längert man demnach CA 
um sich selbst bis K, so 
muss KE durch F und KD 
durch Gr gehen. Erhält nun 
m : n den Wert 2:1, so 
sind AG, CD, KE die 
Schwerlinien des /\ CKG. 
AC : BD = 2 : 1. In Worten: 

In jedem Dreieck schneiden sich die drei 
Transversalen in einem Punkt (Schwerpunkt) 
im Verhältnis 2 : 1. 

Bemerkung. Der Schwerpunkt ist der vierte 
merkwttrdige Punkt des Dreiecks. 

§ 90. Medianen. 

1. Die Thatsache, dass im gleichschenkligen Dreieck 
die Mediane des Winkels 
an der Spitze die Grrund- 
seite in zwei gleiche 
Teile teilt, weist auf 
eine einfache Beziehung 
zwischen den beiden Ab- 
schnitten auf der diitten 
Seite und den anstossen- 
den Seiten für den Fall 

Mahler, Geometrie. 
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hin, das letztere nicht gleich sind. Dieser Zusammen- 
hang soll nun aufgedeckt werden. In Fig. 79 halbiere 
AF den <A des Dreiecks BAC. Wird CD || FA 
gezogen, so ist -^a = )', '^ß==d; da aber ^a = ß 
ist, so folgt ^y = ö und daraus AD = AC. Ferner 
ist BF:FC = BA:AD. Folglich BF:CF = AB:AC. 
Ebenso zeigt man, wenn AE den Aussen winkel CAD 
halbiert, dass die Proportion gilt BE:CE = AB:AC. 
In "Worten: 

In jedem Dreieck teilt die Halbierungs- 
linie eines Innen- oder Aussenwinkels die 
Gegenseite im Verhältnis der anstossenden 
Seiten. 

Bemerkung. Wird der Zweistrahl B von den 
beiden Parallelen AF, DC so geschnitten, dass AF 
den ^BAC halbiert, so erhält man die soeben benützte 
Figur. Hieraus ergiebt sich die Bedeutung der Hilfs- 
linie CD und die Folgerung, dass der Medianensatz 
ein besonderer Fall des Proportionalsatzes ist. 

2. Als Halbienmgslinien zweier Nebenwinkel stehen 
AF und AE senkrecht aufeinander; mithin geht der über 
FE als Durchmesser beschriebene Kreis durch A. 
Dieser Kreis wird nach ApoUonius von Perga (200 v. 
Chr.) der Apollonische Kreis genannt. 

3. Der geometrische Ort eines Punktes, 
der von zwei gegebenen Punkten ein konstantes 
Verhältnis der Entfernungen hat, ist der 
Apollonische Kreis. — Verwendung bei Dreiecks- 
aufgaben, in denen die Grundseite und das Verhältnis 
der Xebenseiten gegeben ist. 

§ 91. Uebnngen. 

1. Werden zwei Geraden von drei Parallelen ge- 
schnitten, so sind die Abschnitte auf der einen Geraden 
den gleichliegenden auf der anderen proportional. 
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2. Wird ein Dreistrahl von zwei Parallelen getroffen, 
so sind die gleichliegenden Abschnitte auf letzteren pro- 
portional. 

B. Die eine Diagonale eines Parallelogramms halbiert 
alle Strecken, welche parallel der anderen Diagonale in 
dem Parallelogramm gezogen werden. 

4. Die Diagonalen eines Trapezes schneiden sich im 
Verhältnis der Grundseiten. 

5. Teilt man die Seite AB des A ABC in D so, dass 
sich verhält AD : DB = m : n und zieht man durch D 
die Parallele zu BC, so wird auch AC in E im Verhält- 
nis m:n geschnitten, und die Parallele DE ist gleich 

m4- n 

6. Teilt man die Nebenseiten AB und DC des Tra- 
pezes ABCD in gleicher Weise im Verhältnis von m : n, 
so ist die Verbindungslinie der Teilpunkte den Grund- 
seiten parallel und gleich (mb 4-nd) : (m +n). 

7. Schneidet eine Gerade, die von einer Ecke eines 
Parallelogramms ausgeht, l:n von der Gegenseite ab, 
so schneidet sie von der Diagonale l:(n-f-l) ab. 

8. Wie heissen die Umkehrungen der Medianensätze 
und ihre Beweise? 

9. Die drei Schwerlinien zerlegen das Dreieck in 
sechs gleiche Teile. 

10. Zieht man durch den Schwerpunkt eines Drei- 
ecks eine Gerade, so ist immer die Entfernung einer 
Ecke von dieser Linie so gross wie die Summe der 
Entfernungen der zwei andern Ecken. 

11. Fällt man von den drei Ecken und dem Schwer- 
punkt S eines Dreiecks Lote auf eine Gerade, so ist das 
von S gefällte Lot das arithmetische Mittel aus den 
drei andern. 

12. Wenn irgend eine Gerade die Seiten eines Drei- 
ecks schneidet (bezw. deren Verlängerungen), so sind die 
beiden Produkte je dreier nicht anstossender Abschnitte 
der Seiten gleich. (Satz des Menelaos.) 

13. Umkehrung dieses Satzes. 

7* 
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14. Die Halbierungslinien zweier Dreieckswinkel und 
die Mediane des Aussen winkeis an der dritten Ecke 
schneiden die Gegenseiten in drei Punkten, die auf einer 
Geraden liegen. 

15. Verbindet man einen Punkt mit den Ecken eines 
Dreiecks, so teilt jede Verbindungslinie die Gegenseite 
derart in zwei Abschnitte, dass die beiden Produkte aus 
je drei nicht anstossenden Segmenten einander gleich 
sind. (Satz des BernouUi, auch Satz des Ceva genannt.) 

16. Umkehrung dieses Lehrsatzes. 

17. Die Verbindungslinien der Ecken eines Dreiecks 
mit den Berührungspunkten der drei den Gegenseiten 
anbeschriebenen Kreise schneiden sich in einem Punkte. 
(Fünfter merkwürdiger Punkt des Dreiecks.) 

18. Die Strecke AB in drei Teile zu zerlegen, die 
sich wie m : n : p verhalten. 

19. Aus der Summe bezw. der Differenz zweier 
Strecken und ihrem Verhältnis m : n die Strecken zu 
bestimmen. 

20. Durch den Punkt A eine Gerade zu ziehen, deren 
Abstände von B, C sich wie m : n verhalten. 

21. Eine Gerade zu finden, deren Entfernungen von 
A, B, C sich wie m : n : p verhalten. 

22. Den geometrischen Ort eines Punktes zu finden^ 
dessen Abstände von zwei Geraden das Verhältnis m : n 
haben. 

23. In einem Dreieck den Punkt zu finden, dessen 
Entfernungen von den drei Seiten sich wie m : n : p 
verhalten. 

24. A aus a, tb, tc; 25. A aus a, tb, tc; 26. A a^s 
a, ha; b : c. 

27. Auf dem Umfang eines Kreises sind die Punkte 
C, B gegeben. Auf dem Kreise den Punkt A so zu finden, 
dass AC : AB = m : n sei. 

28. In einem Trapez parallel den Grundseiten eine 
Gerade so zu ziehen, dass die von den Nebenseiten und 
einer Diagonale begrenzten Abschnitte gleich werden. 
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29. Durch einen Punkt P innerhalb eines gegebenen 
Kreises die Sehne XY so zu ziehen, dass PX:PY = 
m : n werde. 

30. Innerhalb des A ABC den Punkt X so zu be- 
stimmen, dass seine Entfernungen von den Ecken sich 
wie m : n : p verhalten. 

31. In einem gegebenen Kreis fänf Quadrate so zu 
zeichnen, dass das mittlere mit jedem äusseren eine 
Seite gemeinsam habe und die äusseren acht Ecken auf 
der Kreislinie liegen. 



12. Kapitel. 

Proportionale Strecken^ erzeugt durch 

Wechsellinien. 

§ 92. Erklärungen. 

1. Fig. 80. Weadet man in der Fignr des Pro- 
portionalsatzes die eine der beiden Parallelen, z. B. DE, 
um die Mediane des Zweistrahls um, wodurch sie in 
die Lage D'E' gelangt, so nennt man diese umgeklappte 
Linie D'E' samt der andern Parallele Wechsellinien. 
Ferner heissen die Winkel AE'D' und AGB, die nach 
einer Zuriickklappung G-egen- 
winkel würden, korre- 
spondierende Winkel. 

2.a)Weil<^>' = «,-^€= 
d ist, so folgt -^ j; = d. D. h. : 
Korrespondierende 
Winkel an Wechsel- 
linien sind gleich. 

b) Des weiteren ist AD' 
= AD, AE' = AE. Somit 
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geht die Proportion AC : AB = AE : AD in folgende über 
AC:AB = AE':AD', daher AC.AD' = AB.AE'. D.h.: 

Wird ein Zweistrahl von zwei "Wechsel- 
linien geschnitten, so ist das Produkt der 
vom Scheitel aus gemessenen Abschnitte auf 
der einen Geraden gleich dem Produkt der 
Abschnitte auf der andern. 

Bemerkung. Die Sätze a, b lassen sich auch umkehrcD. 

3. Da ferner D'E' = DE ist, so liefern die Pro- 
portionen AC :BC=AE : ED und AB:BC = AD:DE 
die beiden nachstehenden AC :BC = AE' :E'D' und 
AB:BC=AD':D'E'. 



§ 93. Wechsellinien am Dreieck und am Kreis. 

1. In Fig. 81 sind AE, BD zwei Höhen des 

Dreiecks ABC. Die Winkel ^, € 
sind einander gleich und korrespon- 
dierende Winkel; mithin sind AE und 
BD Wechsellinien im Zweistrahl C. 
Daher gilt die Beziehung CA : CB = 
AE:BD. D.h.: In jedem Dreieck 
verhalten sich die Höhen umge- 
kehrt wie die zugehörigen 
Seiten. 

Bemerkung. Fälle von einem Punkte der Diagonale 
A C des Parallelogiamms AB CD auf die in A zusammen- 
s tossenden Seiten die Lote und untersuche das Ver- 
hältnis derselben. 

2. Ist in Fig. 82 ABC ein rechtwinkliges Dreieck 
mit der Höhe AD, so ist bekannt, dass die ^ a^ ß 
gleich sind. Auch liegen sie korrespondierend; mithin 
sind AD, AB Wechsellinien des Zweistrahls C. Folglich 
ist b^=a.p; ebenso c^=a.q. D. h.: 
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(Höhen satz.) 



Im rechtwinkligen Drei- 
eck ist jede Kathete mitt- 
lere Proportionale zu der 
Hypotenuse und ihrer Pro- 
jektion auf diese. (Katheten- 
satz.) 

3. In gleicher Weise findet 
man h^=p.q. D. h.: 

Im rechtwinkligen Dreieck ist die Höhe 
mittlere Proportionale zu den beiden Ab- 
schnitten der Hypotenuse. 

4. Schneiden sich (Fig. 83) 
zwei Sehnen AB, ED inner- 
halb oder ausserhalb eines 
Kreises, und zieht man AD, 
EB, so sind diese Geraden 
Wechsellinien, denn die korre- 
spondierenden Winkel a, ß sind 
einander gleich. Folglich ist 
CA . CB = CD . CE. Das gleiche 
Produkt liefert jede durch C 
gezogene Sehne. D. h.: 

Legt man durch einen 
Punkt Linien, die einen 
Kreis schneiden, so hat 
das Produkt aus den vom 
Punkte einerseits und dem 
Kreise andererseits be- 
grenzten Abschnitten für 
gleichen Wert. (Sehnensatz.) 

5. Wird eine Sekante zur Tangente — Fig. 84 — 
so sind auch diesesmal EA, DA Wechsellinien. Dem- 
nach ist CA2=CD.CE. Das nämliche Produkt liefert 
jede andere dm-ch C gezogene Sekante. Daher: 





Fig. 83. 



jede Gerade den 
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Legt man durch eiaen 
Punkt Sekanten und die 
beiden Tangenten an einen 
Kreis, so ist jede Tangente 
mittlere Proportionale 

zwischen den von dem 
Punkte einerseits und dem 
Kreise andrerseits be- 
grenzten Abschnitten auf jeder Sekante. (Tan- 
gentensatz.) 

Bemerkung. Wie heissen die Kehrsätze zu Nr. 4, 5? 




9 M. Aufgabe. 

Zu zwei gegebenen Strecken p, q die mittlere Pro- 
portionale zu finden. 

Konstruktion. Schneide 
auf einer Q-eraden — Fig. 85 — 
AB = p, BC = q ab. Er- 
richte über AC als Durch- 
messer den Halbkreis und auf 
AC in B das Lot. Beide 
Linien schneiden sich in E. 
Es ist BE die gesuchte Pro- 
portionale. — Beweis nach § 93, 3. 

Bemerkung. Löse die vorliegende Aufgabe mit 
dem Katheten-, Sehnen- und Tangentensatz. 




Fig. 85. 



§ 95. Die stetige Teilung. 

1. Der Satz 5 des Paragraphen 93 enthält einen 
interessanten speziellen Fall. Wird nämlich die Figur 84 
so entworfen, dass CE Zentrale und die Tangente CA 
so lang wie der Durchmesser wird — Fig. 86 — 
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so gut immer CA«=CD.CE 
oder jetzt DE8=CD.CE. 

2. Eiae Strecke ist stetig 
geteilt, wenn der grössere Ab- 
schnitt (Maior) mittlere Pro- 
I)ortionale zwischen der ganzen 
Strecke und dem kleineren Teil 
(Minor) ist In Fig. 86 ist 
EC in D stetig geteilt. Die 

' stetige Teilung heisst auch der goldene, göttliche Schoitt 
(Sectio aurea, divina). 

3. Macht man in Fig. 86 CF = CD, so ist zimächst 
nach dem Tangentensatz CE:CA = CA:CD, hieraus 
(CE — CA): CA = (CA — CD): CD. Indessen ist ED 
= AC, CF = CD. Daher CF : CA = AF : CF. D. h.: AC 
ist in F stetig geschnitten. 

4. Da sowohl AC als auch EC nach dem goldenen 
Schnitte geteilt sind, so ergiebt sich durch Zusammen- 
nehmeu beider Resultate: a) Wird eiue stetig geteilte 
Strecke um den Maior verlängert, so ist die ganze 
Strecke stetig geteilt, b) Wird auf dem Maior einer 
stetig geteiltea Strecke der Minor abgetragen, so ist 
ersterer stetig geteilt. 

§ 96. Aufgabe. 

Die gegebene Strecke AC stetig ^u teilen. 

Konstruktioa. Fig. 86. Errichte auf AC in A 
das Lot 0A=^/2 AC. Beschreibe um den Kreis, 
der AC in A berührt; ziehe CO. Diese G-erade 
schneidet den Kreis ia D. Trage auf CA die Strecke 
CF = CD ab, so ist AC in F wie verlangt geteilt. — 
Beweis nach § 95, 3. 
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§ 97. Das regelmässige Zehn- und Ftinfzehneck. 

1. Eine nach dem goldnen Schnitt zerlegte Strecke 
kann in fruchtbarer Weise zum Aufbau geometrischer 
Figuren verwendet werden. Dieser Paragraph zeigt, 
wie die Konstruktion des regulären Zehnecks damit 
zusammenhängt. In Mg. 87 sei AB die Zehneckseite, 

C der Mittelpunkt des um das Poly- 
gon beschriebenen Kreises. Der ^ y 
ist daher = 36^, folglich ^ a = /? 
= 72«. Halbiert man ^ GAB durch 
AD, so ist ^ a=a"= 360. Femer 
^ ^=720. Diese Eechnung führt 
zu der Thatsache, dass CD = AD 
= AB ist. Sie zeigt aber auch, dass 
AD und AC Wechsellinien des Zwei- 
strahles B sind. Deswegen gut die 
Fig. 87. Gleichimg AB^=BD.BC, und weil 

CD = AB ist, auch die andere CD* 

= BD.BC. D. h.: BC ist in D stetig geteüt und AB 

ist gleich dem Maior. In Worten: 

Die Seite des regulären Zehnecks ist gleich 

dem Maior des stetig geteilte^ Eadius. 

2. Aufgabe. In einen gegebenen Kreis ein regel- 
mässiges Zehneck zu konstruieren. 

Konstruktion. Teüe einen Eadius stetig imd trage 
den Maior zehnmal aufeinanderfolgend als Sehne ein. 

3. Mit Hufe des Zehnecks lässt sich auf einfache 
Weise das reguläre 5, 20, 40, 80 . . . Eck erhalten. 

4. Der Zentriwinkel des regelmässigen Sechsecks 
ist 60®, derjenige des Zehnecks 36®, der Unterschied 
beider Winkel beträgt 24®. Da aber 360®: 24® = 15 
ist, so wird damit auch die HersteUimg des regel- 
mässigen 15 -Ecks angedeutet. Fortgesetztes Halbieren 
der Zentriwinkel liefert das 30, 60, 120 .. . Eck. 
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5. Mit Zirkel und Lineal lassen sich nun folgende 
reguläre Polygone konstruieren: das 3, 6, 12 . . . Eck^ 
das 4, 8, 16 . . . Eck, das 5, 10, 20 . . . Eck, das 15, 
30, 60 . . . Eck. Ausser diesen ist die Herstellung* 
eines n-Ecks möglich, wenn n eine Primzahl und wenn 
zugleich (n — 1) eine Potenz von 2 ist; also z. B. das 
17, 257, 65 537 -Eck. Diese Thatsache hat Gauss 
1796 gefunden. Die anderen regelmässigen Yielecke 
müssen durch Annähenmgsverfahren koustiuiert w^erden. 
Ein solches für jedes n > 5 pas- 
sende wurde von Karl Bernhard 
zu Sachsen -Weimar - angegeben. 
Man teile — Fig. 88 — den Durch- 
messer AB in n (hier 7) gleiche 
Teile, verlängere AB bis C und 
den zu AB senkrechten Eadius 
OF bis E um je einen Teil. 
Ziehe CE, welche Linie den Kreis m D schneidet. 
Verbinde D immer mit dem dritten Teilpunkte H 
(von B aus gerechnet). Die Strecke DH ist mit grosser 
Annäherung die Seite des gesuchten n (hier 7) Ecks. 

9 98. Bemerkungen znm goldenen Schnitt. 

In seiner Abhandlung „divina proportione" be- 
handelt (1497) Luca Paciuoli den goldenen Schnitt 
ziemlich ausführlich. Er führt 13 Beziehungen an 
einer stetig geteilten Linie auf, die er Wirkungen nennt. 
Die grosse Arbeit von Pfeiffer (1885) „Der goldne 
Schnitt und dessen Erscheinungsformen in Mathematik, 
Natur und Kunst" hat es walirscheinlich gemacht, dass 
die stetige Teilung häufig auftritt. Pfeiffer untersuchte 
diesbezüglich den menschlichen Körper, Tiere, Pflanzen, 
Werke der Bau- und Tonkunst, der Plastik, der Malerei. 
Man vergleiche auch Z ei sing „Die Proportionen des 
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menschlichen Körpers", 1854, und Lersch, „Die har- 
monischen Verhältnisse in den Bahnelementen des Pla- 
netensystems", 1880. Wird die zu teilende Strecke =1 

gesetzt, so ist der Wert des Maior = ^j^ ( — 1 + y 5). 
Verwandelt man diesen Ausdruck in einen Kettenbruch, 
so erhält man 1 

1-f r~ 



1 + 1 



1+.. 
Die NäherangsvTerte desselben sind 1, ^/g, ^/g, ^/j. ^/g 
u. s. w. — Lamo'sche Reihe. — Diese Bruche geben 
merkwürdiger Weise die Stellung der Blätter, der 
Schuppen an den Zapfen und dergl. an. 

§ 99. Uebungen. 

1. Kehrsatz zu § 93, 2. 

2. Kehrsatz zu § 93, 3. 

3. Der Schnittpunkt der Höhen eines Dreiecks teilt 
jede Höhe in zwei Abschnitte, und es sind die drei Pro- 
dukte aus den beiden Abschnitten derselben Höhe ein- 
ander gleich. 

4. Die mittlere Proportionale von zwei Strecken ist 
kleiner als deren arithmetisches Mittel. 

5. Berühren sich zwei Kreise von aussen, so ist das 
Stück der gemeinsamen Tangente zwischen den Be- 
rührungspunkten mittlere Proportionale zu den beiden 
Durchmessern. 

6. Im rechtwinkligen Dreieck verhal ten sich die 
Kathetenquadrate wie die Projektionen der Katheten auf 
die Hypotenuse. 

7. Schneiden sich zwei Kreise und man zieht von 
einem Punkte der verlängerten gemeinsamsn Sahne die 
Tangenten an die Kreise, so sind deren Abschnitte bis 
zu den Berührungspunkten gleich. Eine Linie von 
solcher Eigenschaft heisst Chordale. 



Proportionale Strecken, erzeugt d. Wechsellinien. 109 

8. Sind A, B die Zentren, r und q die Radien beider 
Kreise, C ein Punkt der Chordale, so ist AC^ — CB'^ 
= r« — e«. 

9. Die Chordale steht auf der Zentrale senkrecht. 

10. Welche Linie ist Chordale, wenn sich die Kreise 
berühren? 

11. Wie erhält man die Chordale, wenn sich die 
Kreise nicht schneiden? 

12. Die Chordale halbiert die äusseren und die 
inneren gemeinschaftlichen Tangenten. 

13. Die drei Chordalen dreier Kreise schneiden sich 
in einem Punkte. 

14. In einem rechtwinkligen Dreieck sei eine Kathete 
die mittlere Proportionale zu der Hypotenuse und der 
andern Kathete. Es sollen Eigenschaften dieses Dreiecks 
angegeben werden. 

15. Zieht man im regulären Fünfeck zwei sich 
schneidende Diagonalen, so teilt der Schnittpunkt jede 
stetig und der Maior ist gleich der Fünfeckseite. 

16. Im regulären Fünfeck werden zwei nicht auf- 
einanderfolgende Seiten bis zum Schnitt verlängert. 
Wie lang ist jede Verlängerung? 

17. Zwei Strecken zu konstruieren, deren Summe 
und mittlere Proportionale gegeben ist. 

18. Desgleichen, wenn statt der Summe die Differenz 
gegeben ist. 

19. Einen Winkel von 18** zu konstruieren. 

20. Über der festliegenden Strecke AB als Seite des. 
Zehnecks oder des Fünfzehnecks das genannte regel- 
mässige Vieleck zu konstruieren. 

21. Einen Kreis zu finden, der durch A und B 
geht und so liegt, dass die von C an ihn gezogene 
Tangente = t wird. 

22. aus A, B, L. 

23. aus A, L, L'; 24. aus A, B, K. 

25. In dem bei A stumpfwinkligen Dreieck ABC 
von A nach BC die Gerade AE so zu ziehen, dass AÜ^ 
--BE.CE werde. 
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26. Zwei Strecken zu finden, deren Quadrate sich 
wie p : q verhalten. 

27. Die gegebene Strecke AB so zu teilen, dass sich 
die Quadrate der Abschnitte wie p : q verhalten. 

28. Auf der gegebenen Geraden L den Punkt X zu 
finden, von dem aus die gegebene Strecke AB unter 
dem grössten Winkel erscheint. 



13. Kapitel. 

Aehnlichkeit der Vielecke. 

§ 100. Einführang. 

1. Zwei Vielecke voa gleicher Seitenzahl heissea 
ähnlich (-v)), wenn die Winkel des einen den Winkeln 
des andern einzeln verglichen gleich und alle ent- 
sprechenden Seiten proportional sind. Z. B. ist Vier- 
eck ABCD^A'B'C'D', wenn .^A = A', ^ B = B', 
^ C = C', <^D = D', und AB : A'B' = BC : B'C = 
CD:C'D' = DA:D'A' oder AB:BC:CD:DA = 
A'B':B'C':C'D':D'A'. 

2. Aehnliche Vielecke haben gleiche Gestalt; kon- 
gruente Vielecke sind auch ähnlich. 

3. Sind zwei Vielecke einem dritten ähnlich, so 
sind sie auch unter sich ähnlich. 

4. Wenn von zwei kongruenten Vielecken das eine 
einem dritten ähnlich ist, so ist auch das andere dem 
dritten ähnlich. 

9 101. Die Aehnlichkeit der Dreiecke. 

1. Zieht man in einem Dreieck zu einer Seite die 
Parallele, so wird ein zweites Dreieck abgeschnitten, 
<las dem gegebenen ähnlich ist. 
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2. I. Aehnlichkeitssatz: Zwei Dreiecke sind 
ähnlich, wenn zwei Seiten des einen zweien 
Seiten des andern proportional und die von 
ihnen eingeschlossenen Winkel gleich sind. 

Beweis. Fig. 89. 
Ist in den /\ ABC 
imd DEF ^ ß = £^ 
AB:BC = DE:EF, 
so trage man anf BC 
die Strecke BK = EF 
ab und ziehe KL || CA. 
Nun ist AB:BC= " Fig. 89. 

BL : BK. Aus dieser 

Proportion und derjenigen der Voraussetzung ergiebt 
sich BL = ED. Mithin /\ BLK ^ DEF. Nach 
Nr. 1 ist BLK':v.ABC, daher auch DEF oo ABC. 

3. IL Aehnlichkeitssatz: Zwei Dreiecke sind 
ähnlich, wenn zwei Winkel des einen zweien 
Winkeln des andern gleich sind. 

Beweis. Fig. 89. Ist diesesmal ^ß = e^ ^y = % 
so konstruiere man wie vorhin. Dadurch wird ^ ;« = y ; 
aber es ist ^ y = ^; daher ist -^ x = (p. Nun ist 
A BKL^DEF und /\ BKL^BCA, daher auch 
A DEF cv. ABC. 

4. IIL Aehnlichkeitssatz: Zwei Dreiecke sind 
ähnlich, wenn die drei Seiten des einen denen 
des andern proportional sind. 

Beweis. Fig. 89. Es ist vorausgesetzt AB : BC : AC 
= DE : EF : FD. Konstruiere wie oben; dann ist 
AB : BC : AC = BL : BK : KL. Beide Proportionen üefem 
das Ergebnis BL = ED, KL = FD. Mithin ist /\ BKL 
^DEF und damit auch A DEF ^ ABC. 

5. IV. Aehnlichkeitssatz: Zwei Dreiecke sind 
ähnlich, wenn zwei Seiten des einen zweien 
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des andern proportional und die der grösseren 
von beiden Seiten gegenüberliegenden Winkel 
gleich sind. 

Beweis. Fig. 89. Die Voraussetzung ist AB:BC 
= DE:EF, -^y = (^. Man konstruiere wie oben. 
Dadurch erhält man AB:BC = BL:BK; aJso ist BL 
= ED. Auch ist ^x = y^ ^ Y = (p'j somit ist ^x 
= (p', folglich ist ^ BKL ^ EFD und hiermit auch 
ADEFc^ABC. 

6. Bemerkimg. a) Die Gestalt eines Dreiecks ist 
eindeutig bestimmt durch das Verhältnis zweier Seiten 
und den eingeschlossenen Winkel, durch zwei Winkel, 
durch das Verhältnis der drei Seiten, durch das Ver- 
hältnis zweier Seiten und den Gegenwinkel der grösseren 
Seite; allgemein: durch zwei von einander unabhängige 
Bedingungen. Wie lauten die entsprechenden Sätze für 
das rechtwinklige, das gleichschenklige, das gleichseitige 
und das rechtwinklig gleichschenklige Dreieck? b) die 
Aehnlichkeit der Dreiecke ist ein vorzügliches Mittel, 
die Gleichheit zweier Winkel oder die Proportionalität 
von Strecken zu erweisen. 

7. Zusatz. In ähnlichen Dreiecken haben je zwei 
homologe Höhen, Transversalen, Medianen, Radien das 
gleiche Verhältnis wie zwei entsprechende Seiten. 

§ 102. Aufgabe. 

Viele Konstruktionsaufgaben werden in der Weise 
gelöst, dass man (n — 1) der gegebenen Bedingimgen 
dazu benützt, die Gestalt der gesuchten Figur her- 
zustellen; die so erhaltene Figur wird unter Beibehal- 
tung der Gestalt so vergrössert bezw. verkleinert, dass 
sie noch die n-te Bedingung erfüllt. 



r 
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Beispiel: l\,an& a:b:c = 
m:n:p und h». — 

Konstruktion. Fig. 90. 
Zeichne das A ^^'^5' aus B'C 
= in, C'A = n, AB'=p. Dieses 
ist die Gestalt des gewünsch- 
ten Dreiecks. Hierauf ziehe 
AD'J_B'C' und trage darauf 
AD = ha ab; schliesslich lege 
BC II B'C durch D. A ^^^ ist das verlangte. 

§ 1(^. Satz des Ptolemäns. 

Die Seiten und Diagonalen eines Sehnenvierecks 
stehen in einer einfachen Beziehung zu einander, die 
durch die Aehnlichkeit der Dreiecke erschlossen werden 
kann. Macht man nämlich in dem Sehnenviereck 
ABCD^BAK = DAC, so ist 
Hieraus folgt a:BK = e:c oder 
a . c = e . BK. Aus der Aehnlich- 
keit der Dreiecke AKD und ABC 
ergieht sich ebenso b . d ^ e . DK. ^ 
Addiert: ac + bd = e . (BK + DK) / 
:=ef. D. h.: 

In jedem Sehnenviereck^ 
ist das Produkt der Diago- ^^2: 
nalen gleich der Summe der \ 
Produkte aus den Gegen- 
seiten. 



A ABKcv^DAC. 




Fig. 91. 



§ 104. Uebimgen. 

1. Aehnliche Polygone werden durch die Diagonalen, 
die von zwei homologen Ecken ausgehen, in paarweis 
ähnliche Dreiecke zerlegt. 

2. Parallelogramme sind ähnlich, wenn zwei an- 
stossende Seiten gleiches Verhältnis haben und die ein- 

Mahler, Geometrie. 8 
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geschlossenen Winkel einander gleich sind. Rechtecke 
sind ähnlich, wenn zwei anstossende Seiten gleiches 
Verhältnis haben. Rhomben sind ähnlich, wenn sie in 
einem "Winkel übereinstimmen. 

3. Die Umfange ähnlicher Vielecke verhalten sich 
wie ein Paar homologer Seiten. 

4. Die Umfange regelmässiger Vielecke von gleicher 
Seitenzahl verhalten sich wie zwei entsprechende Strecken. 

5. Welchen Satz erhält man aus dem Ptolem. Lehr- 
satz, wenn das Sehnen viereck in ein Rechteck übergeht? 

6. Ein Dreieck von gegebener Gestalt und Seite zu 
konstruieren. 

7. Ein Vieleck mit einer gegebenen Seite zu kon- 
struieren, welches einem gegebenen Vieleck ähnlich ist. 

8. A aus b : c = m : n, a, ta,* 9. A aus b : c = m : n, o, r. 
10. A aus ß, y, Wa; 11. A aus ha : hb = m : n, y, q. 

12. Rechtwinkliges A aus b : c = m : n, h. 

13. Gleichschenkliges A aus a : b = m : n, hb. 

14. Rechteck aus a : b = m : n, e. 

15. Rhombus aus e : f = m : n, a. 

16. Viereck aus a:b:c:d = m:n:p:q, o, e. 

17. Viereck aus a : b = m : n, /?, <^ f d, <t ^ c, e. 

18. Dem gegebenen Dreieck ABC ein Quadrat ein- 
zubeschreiben. (Zeichne über BC als Seite nach aussen 
das Quadrat BCDE und verbinde A mit E und D.) 

19. In einen Sektor ein Quadrat zu beschreiben, so 
dass zwei Ecken auf dem Bogen liegen. 

20. In ein Dreieck ein Rechteck zu beschreiben, 
dessen Seiten sich wie m : n verhalten. 

21. In ein Dreieck einen Rhombus zu beschreiben, 
dessen Diagonalen das Verhältnis m : n haben. 

22. In dem A ABC sei H der Schnittpunkt der 
Höhen, der Schnittpunkt der Mittellote OD, OE und 
OF auf den Seiten BC, CA und AB, ferner S der Schwer- 
punkt des Dreiecks. Zu beweisen, dass 

a) AH = 2 . OD, BH = 2 . OE, CH = 2 OF ist; 

b) die Punkte 0, S und H auf einer Geraden liegen 
und HS = 2 . SO ist (Satz des Euler); 
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c) die Mitte von OH das Zentrum eines Kreises ist, 
der durch die Mitten der Seiten und der oberen Höhen- 
abschnitte wie auch durch die Fusspunkte der Höhen 
geht. (Feuerbaehscher Kreis, 1822.) 

23. Es sind B und C die Mittelpunkte zweier Kreise, 
BD und OE jzwei gleichgerichtete, BD und OF zwei 
gegengerichtete parallele Radien. Die Linien DE und DF 
schneiden die Zentrale in A und J, welche Punkte die 
Aehnlichkeitspunkte der Kreise und zwar A der äussere, 
J der innere genannt werden. Man soll zeigen, dass A 
und J feste Punkte der Zentrale sind, ferner dass A der 
Schnittpunkt der äusseren gemsinsamen Tangenten, 
J derjenige der inneren gemainsamen Tangenten ist. 

24. Die Aehnlichkeitspunkte zweier Kreise zu kon- 
struieren. 

25. Desgleichen, wenn sich die Kreise von aussen, 
von innen berühren. 

26. Desgleichen, wenn die Kreise konzentrisch liegen. 

27. Desgleichen, wenn die Kreise gleich gross sind. 

28. Die drei äusseren Aehnlichkeitspunkte dreier 
Kreise liegen auf einer Geraden. 

29. Je zwei innere Aehnlichkeitspunkte und ein 
äusserer liegen auf einer Geraden. 

30. aus A, L, K. 

31. aus A, K, K'. 

32. In jedem Dreieck ist b . c = 2 . r . ha. 

33. In jedem Dreieck ist Wa^ = b . c — u . v. 



14. Kapitel. 

Die Ausmessung geradliniger Figuren. 

§ 105. Das Verhältnis von Inhalten. 

1. Um das Verhältnis der Inhalte zweier gerad- 
linigen Figuren zu ermitteln, geht man erfahrungs- 
gemäss von zwei Rechtecken ABCD, EFGH aus, 

8* 
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1 



— Fig. 92 — welche gleiche Grundseite AB = EF haben. 
Sind die Höhen BC und FG kommensurabel, so wird 

das gemeinsame Mass in 
c BC m-mal und in FG 

n-mal enthalten sein. Die 
durch die Teilpnnkte zu 
der Grundseite parallel 
gezogenen Linien zerlegen 
das Eechteck AB CD in 
m, das Eechteck EFGH 
E F in n untereinander gleiche 

Fig. 92. Eechtecke. Daher AB CD 

:EFGH = m:n; weil 
aber auch BC : FG = m : n, so folgt ABCD : EFGH 
= BC : FG. Man kann jedoch in einem Eechteck jede 
Seite zur Grundseite nehmen, mithin: 

Zwei Eechtecke mit gleicher Grundseite 
(Höhe) verhalten sich dem Inhalt nach wie die 
Höhen (Grundseiten). 

Wenn die Höhen nicht kommensurabel sind, so 
wende man zur Beweisführung ein Yerfahren an, das 
dem des § 86, 1 analog ist. 

2. Haben die Eechtecke F und F' neben den un- 
gleichen Höhen h, h' auch noch ungleiche Grundseiten 
g, g', so konstruiere man zur Ermittelung des Inhalts- 
verhältnisses das Eechteck F" mit der Grundseite = g 
und der Höhe = h'. Alsdann ist nach Nr. 1 F : F'' = 
h : h', femer F": F' = g : g'; daher F : F= g . h : gMi'. 
In Worten: 

Die Inhalte zweier Eechtecke verhalten 
sich wie die Produkte aus zwei anstossenden 
Seiten. 

3. Jedes Parallelogramm lässt sich in ein Eechteck 
mit gleicher Gnmdseite und Höhe verwandeln, imd 
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einem Winkel über- 

A 

D 



jedes Dreieck ist die Hälfte eines Parallelogramms von 
gleicher Grrimdseite und Höhe. Daher: 

a) Die Inhalte zweier Parallelogramme oder 
Dreiecke mit gleicher Grrundseite (Höhe) ver- 
halten sich wie die Höhen (Grrundseiten). 

b) Die Inhalte zweier Parallelogramme oder 
Dreiecke verhalten sich wie die Produkte aus 
Grrundseite und Höhe. 

4. Stimmen zwei Dreiecke in 
ein — Mg. 93 — wie 
ABC, DEFwo<B = E 
ist, so lässt sich der für 
das Verhältnis der Inhalte 
gefundene Ausdruck um- 
formen. Fällt man näm- 
lich die Lote AK und D L, 
soist AK:DL = AB:DE, 
somit ABC : DEF = AB . BC : DE . EF. In Worten: 

Die Inhalte zweier Dreiecke, die in einem 
Winkel übereinstimmen, verhalten sich * wie 
die Produkte der diesen Winkel einschliessen- 
den Seiten. 

5. Ist ausserdem noch <^ A = D, so sind die beiden 
Dreiecke ähnlich, ' daher AB : DE = BC : EF. Das 
Verhältnis der Inhalte wird demnach ABC: DEF = 
BC«:EF3. In Worten: 

Die Inhalte zweier ähnlicher Dreiecke ver- 
halten sich wie die zweiten Potenzen homo- 
loger Seiten. 

6. Bemerkung. Die Sätze 4 und 5 finden Ver- 
wendung bei der Lösung von Aufgaben über Verwand- 
lung und Teilung der Dreiecke. 
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f 106. Die Berechnung von Inhalten. 

1. Die Flächeneinheit ist dasjenige Quadrat 
dessen Seite eine Längeneioheit misst. Den Inhalt einer 
Figur ermitteln heisst angeben, wie oft die Flächen- 
einheit in ihr enthalten ist. Hierbei kann eine rationale 
oder irrationale Masszahl gefunden werden. 

2. Ist F der Inhalt eines Eechtecks mit der Gfnmd- 
seite g imd der Höhe h, so verhält sich F zur Flächen- 
einheit wie g . h : 1 . 1 ; woraus F = g . h folgt. D. h. : 

Der Inhalt eines Rechtecks ist gleich dem 
Produkt zweier anstossender Seiten (eigentlich: 
Produkt der Masszahlen zweier etc.) 

3. Der Inhalt eines Quadrats von der Seite 
a ist gleich der zweiten Potenz der Seite a, 
gleich a^ 

4. Bemerkung. Das Produkt zweier Strecken kann 
hiemach immer als Inhalt eines Rechtecks, und die 
zweite Potenz eiaer Strecke immer als Inhalt eines 
Quadrats gedeutet werden. Darauf beruht die in § 80 
gewälilte Bezeichnungsweise. 

5. Das Ergebnis der Nr. 2 in Verbindung mit 
§ 105, 3 liefert die Sätze: a) Der Inhalt eines 
Parallelogramms ist gleich dem Produkt aus 
Grundseite und Höhe. a) Der Inhalt eines 
Dreiecks ist gleich dem halben Produkt aus 
Grundseite und Höhe. 

6. Da jedes Trapez durch eine Diagonale in zwei 
Dreiecke zerfäUt, so ist sein Inhalt gleich dem 
Produkt aus der Höhe und der halben Summe 
der Grundseiten. 

7. Yerbindet man im regulären n-Eck das Zentrum 
mit den Ecken, so erhält man n kongruente Dreiecke. 
Ist nun a die Seite des Yielecks, q ihre Entfernung 
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vom Zentrum, so ist der Inhalt des Polygons 
n.a.g 

8. Der Inhalt eines beliebigen Yielecks kann in 
der Weise gefunden werden, dass man es durch Dia- 
gonalen von einer Ecke aus in Dreiecke zerlegt, derea 
Inhalte man berechnet imd addiert. Oder: Man ziehe 
(am zweckmässigsten) die längste Diagonale und fäUe 
von den übrigen Ecken Lote auf dieselbe. Dadurch 
zerlegt man die Figur in rechtwinklige Dreiecke imd 
Trapeze. Die Inhalte derselben ermittelt und addiert man. 

§ 107. Der Inhalt eines Dreiecks. 

In diesem Paragraphen soll der Inhalt F eines Drei- 
ecks gefunden werden, dessen Seiten die Längen a, b, c 
haben. Um diesen Zweck zu erreichen, ist es not- 
wendig, die Höhe h — Fig. 61 — zu berechnen. In 
§ 81, 1 wurde die Beziehung aufgestellt c^=a^+b^ 

— 2 ap. Hieraus folgt p = (a^+ b* — c^) : 2a. Nun ist 

h2=b3— p2=(b + p).(b — p) 

=(^+^^±^)('-^-'±):=^') 

_ 2ab + a3 + b2— c« 2ab — a^ — b«+c3 
~ 2ä ' 2a 

__ (a + b)2 — c2 c2 — (a— b)* 
~ 2a * 2ar 

(a -f- b -f- c) . (a + b — c) . (c + a — b) . (c — a + b). 

Setzt man zur Abkürzimg a + b + c=2s, so ist 

— a + b-f-c = 2(s — a), a — b -f c = 2(s — b), a + b — c 
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= 2 (s — c). Mthin nimmt obiger Ausdruck folgende 
Form an: 

2s.2(s-a).(s-^b).(s^c) 

h* = ^^ -\ daher 

a* 

ah = 2 /s . (s — a) . (s — b) . (s — c) oder 
F = ys.(8 — a).(s — b).(s — c). 

f 108. Uebnngen. 

1. Die Grundlinie eines Dreiecks ist 4,2 cm, die zu- 
gehörige Höhe 3,8 cm. Berechne den Inhalt des Dreiecks. 

2. Der Umfang eines Quadrats beträgt 16,48 m. Wie 
gross ist der Inhalt? 

3. Der Umfang eines Rechtecks ist 24,6 m. Eine 
Seite misst 8,4 m. Bestimme den Inhalt. 

4. Die Grundseiten eines Trapezes messen 6,4 cm 
und 3,8 cm; die Höhe ist gleich 4,2 cm. Berechne den 
Inhalt. 

5. Teile im A ABC die Seite AB in drei gleiche 
Teile und ziehe durch die Teilpunkte die Parallelen mit 
BC. Vergleiche die Inhalte der entstandenen Figuren 
miteinander. 

6. Durch den Punkt E, der die Seite AB des A ABC 
im Verhältnis m:n teilt, wird die Parallele zu BC ge- 
zogen. In welchem Verhältnis steht der Inhalt des ab- 
geschnittenen Dreiecks zu dem Inhalt des auftretenden 
Trapezes? 

7. Der Inhalt eines rechtwinkligen Dreiecks ist 
^/a . b . c. 

8. Der Inhalt eines gleichseitigen Dreiecks ist 

/^ • a . f o« 

9. Welchen Inhalt hat ein reguläres Sechseck von 
der Seite 2,4 m? 

10. Die Projektionen der Katheten eines recht- 
winkligen Dreiecks auf die Hypotenuse sind 5 cm und 
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20 cm. Berechne die E^atheten, die Höhe und den 
Inhalt. 

11. Der Inhalt eines Bhombus ist 42^84 qm. Die 
eine Diagonale misst 3,57 m. Wie lang ist die andere? 

12. In dem Viereck ABOD wurden von den Ecken 
B und D die Lote auf die Diagonale AC gefällt. Die 
Lote messen 5,2 m und 6,4 m, die Diagonale 12,9 m. 
Ermittle den Inhalt des Vierecks. 

13. Berechne den Inhalt des Dreiecks ABC aus 
a = 13 cm, b = 14 cm und c = 15 cm. 

14. Die Inhalte ähnlicher Dreiecke verhalten sich 
wie die Quadrate entsprechender Höhen. 

15. Die Inhalte ähnlicher Vielecke verhalten sich 
wie die Quadrate homologer Seiten. 

16. Die Inhalte zweier regelmässiger n-Ecke ver- 
halten sich wie die Quadrate entsprechender Strecken. 

17. Errichtet man auf den Seiten eines recht- 
winkligen Dreiecks als homologe Seiten ähnliche Figuren, 
so ist die über der Hypotenuse errichtete Figur gleich 
der Summe der beiden Figuren über den Katheten. 

18. In jedem Dreieck ist r = a . b . c : 4 F. 

19. In jedem Dreieck ist e ^^^^E^I^E^J^EI; 

l/ ^- e) ■ (8 - b) ^^ 
f a — a 

20. In jedem Dreieck ist q * Qa. - Qh - Qg = F^ 

21. Wenn zwei inhaltsgleiche Dreiecke in einem 
Winkel übereinstimmen, so sind auch die Produkte der 
diesen Winkel einschliessenden Seiten gleich. 

22. Ein gegebenes Dreieck in ein gleichseitiges zu 
verwandeln. 

23. Ebenso in ein rechtwinklig gleichschenkliges. 

24. Ebenso in ein gleichschenkliges mit gegebenem 
Winkel an der Spitze. 

25. Das gegebene Dreieck ABC durch Geraden 
parallel BC in fünf gleiche Teile zu teilen. 
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26. Zwei ähnliche Vielecke sind gegeben. Es soll 
ein drittes diesen ähnliches konstruiert werden, das 
gleich der Summe bezw. der Differenz der beiden ist. 

27. Sind a, b, c und d die vier Seiten eines Kreisvier- 
ecks und e eine Diagonale, so ist e = \/- , ., L 

f ab+cd 

28. Sind a, b, c und d die Seiten eines Kreis- 
vierecks und ist a + b + c + d == 2 s, so ist dessen Inhalt 

p = y (s — a) . (s — b) . (s — c) . (s — d). 

Anleitung: Man falle in dem Viereck AB CD von A 
die Höhe AE auf BC und von C die Höhe CF auf AD; 
dann ist, wenn AE mit h und BE mit p bezeichnet wird: 

AT>r.T^ ab + cd , a* + b*— e* , a 2 a j 
— 2är" * ' ^^ 2b ' h2=a«— p«,und 

e gleich dem in Nr. 27 angegebenen .Wert. 

29. Leite aus diesem Satz die Formel für den Inhalt 
eines Dreiecks ab. 

30. Fällt man von einem Punkt im Innern eines 
Dreiecks die Lote auf die Seiten, so ist die Summe der 
drei Verhältnisse aus je einem Lot und der zu ihm 
parallelen Höhe gleich 1. 
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Die Ausmessung des Kreises. 

I 109. Berechnung regelmässiger Vielecke. 

1. Aufgabe. Der Eadius r und die Seite s^ des 
in den Kreis beschriebenen regulären Polygons sind 
gegeben. Man soll die Seite S2n des einbeschriebenen 
Vielecks von doppelter Seitenzahl durch Rechnung er- 
mitteln. 
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Lösung. Fig. 94. Ist BC die Seite des n-Ecks, 
AE_LBC, so ist EC die Seite des 2 n-Ecks. Im /\ 
EAC ist nach § 81 s|^=2r» — 
2r.AD. Der Wert für AD er- 
giebt sich ans dem /^ ADC. Man 



findet AD =1/ r«— (M^ Somit 
ists|,= 2r«-2r. |/r^_(-^)' 




1— 



° n 



= '{-f'-(Ä)%°t;l/3-f 

2. Zusatz. Die Seite Se des regelmässigen 6-Ecks 
ist Se = r. Trägt man diesen Wert in die soeben ge- 
fundene Formel ein, so erhält man die Seite des 12-Ecks, 

nämHch Si2 = r.]/2 — 2y 1 — V* =r)^2— /s^ 
Ebenso berechnet man S24, S48 etc. 

3. Aufgabe. Der Badius r und die Seite Sn des 
in den Kreis einbeschriebenen regelmässigen n-Ecks 
sind gegeben. Man soU die Seite Sq des um den Kreis 
beschriebenen regulären n-Ecks ermitteln. 

Lösung. Fig. 94. Ist BC die Seite Sq des ein- 
beschriebenen n-Ecks, AE_|_BC, KL || BC, so ist KL 
die Seite Sn des imibeschriebenen n-Ecks. Aus der 
Aehnlichkeit der Dreiecke ABC imd AKL folgt 
Sn : Sn = r : AD. Daher Sn = r . Sn : AD. Wie vorhin 



ist AD =|/r»— (^) ' ; folglich Sn = r . Sn : 1/ 



^2 
r° 



2 ^Q 



-Y- 



s„:l/l-|^ 



124 Aehnlichkeit. 

4. Zusatz. Diese Formel liefert für Se = r den Wert 

Se = r : Vi — V* == 2r -JJ; für Si« = r )^2 — VI den 
Wert Si2= 2r (2 — Vs) u. s. w. 

110. Die Rektifikation des Kreises. 

1. Die Aufgabe, einen Kreis zu rektifizieren, 
d. h. eine Strecke von der gleichen Länge wie die 
Peripherie eines Kreises zu finden, kann, wie Linde- 
mann 1882 gezeigt hat, durch eine planimetrische 
Konstruktion nicht gelöst werden. Demnach erledigt 
man die Rektifikation annäherungsweise imd zwar so- 
wohl durch Rechnung als auch durch Konstruktion. 

a) Durch Rechnung: 

2. Kreise sind ähnliche Figuren. Die Umfange 
ähnlicher Figuren verhalten sich wie zwei homologe 
Strecken. Daher ist das Verhältnis der Umfange P 
imd P' zweier Kreise gleich demjenigen ihrer Durch- 
messer d und d'. D. h.: P :F = d : d' oder P :d = F:d'. 
In Worten: 

In allen Kreisen ist das Yerhältnis der 
Peripherie zum Durchmesser unveränderlich. 

Diese konstante Yerhältniszahl wird mit tz be- 
zeichnet {jz das griechische p, Peripherie). 

3. Es ist einleuchtend, dass der Umfang des ein- 
beschriebenen regulären n-Ecks kleiner und der Umfang 
des umbeschriebenen regulären n-Ecks grösser als die 
Peripherie des Kreises ist. Der Fehler, den man be- 
geht, wenn man den Umfang eines der beiden Vielecke 
als Peripherie des Kreises nimmt, wird um so kleiner, 
je grösser die Seitenzahl des Polygons genommen wird: 
Die Peripherie des Kreises ist die gemein- 
■•ame Grrenze, der sich die Umfange der ein- 
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und umbeschriebenen Yielecke bei unbeschränk- 
ter Yermehrung der Seitenzahl nähern. 

Ausgehend vom regehnässigen 6 -Eck lassen sich 
mittelst des § 109 die Umfange u imd ü der ein- bezw. 
umbeschriebenen 12, 24, 48, 96, 192, 384 . . . Ecke 
berechnen. Für r = l kommt 

Uß =6,00000 Ue =6,92820^ 

Ui2 = 6,21163 Ui2 = 6,43078 

U24 = 6,26526 U24 = 6,31932 

U48 = 6,27 870 U48 = 6,29218 

U96 = 6,28206 * U96 = 6,28542 

Ui92 = 6,28 291 Ui92 = 6,28 375 

«384= 6,28311 U384= 6,28333 

4. Das in Nr. 3 dargelegte Yerfahren führt den 
Namen Exhaustionsmethode. Es liefert das Resultat 
71 = 3,1416. Weil nach Nr. 2 P : d = tt ist, so erhält 
man P = jr.d = 2 .^r. r; d.h.: 

Der Umfang eines Kreises ist das yrfache des 
Durchmessers. 

5. Der ägyptische Papyrus des Ahmes aus der 
Zeit 1700—2000 v.Chr. giebt tt = (16 : 9)»= 3,1604 
an. Archimedes (gest. 212 v. Chr.) zeigte, dass 7t 

zwischen 3-- und 3^ liege. Die Ihdier rechneten mit 

:7r = 3927 a250 = 3,1416. Im 16. Jahrhundert n. Chr. 
wurde von Yieta tt auf 10 Dezimalstellen, von Ludolf 
van Ceulen auf 35 Dezimalstellen bestimmt; ihm zu 
Ehren wird 71 die Ludolfsche Zahl genannt. Femer 
fand Adriaan Anthoniszoon für jr den Wert 
3,1415929. Später wm-de 71 mit Hilfe der höheren 
Mathematik von Yega auf 140, von Dahse auf 200 
und von Eichter in Elbing auf 500 DezimalsteDen 
berechnet. Wie indessen schon oben bemerkt wurde, 
liat Lindemann bewiesen, dass 71 keine algebraische, 
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sondern eine transzendente Zahl ist. Auf 7 Dezi- 
malen genau ist tt = 3,14=15927; für die meisten Fälle 
der Praxis ist jedoch :7r = 3 */; oder auch n = 3,1416 
hinreichend genau. 

b) Durch Konstruktion: 

6. Kochansky (1685) hat folgende einfache Lösung 

gegeben: 

Fig. 95. Ziehe in dem 
Endpunkt A des Durch- 
messers AB die Tangente 
' an den Kreis C. Sodann 
lege < EGA = 30 '^ an; trage 
von E aus auf der Tangente 
EF'=3r ab, so ist BF mit 
grosser Annäherung gleich 
dem halben Umfang des 
Kreises; denn eine kurze Rechnung ergiebt für BF 

den Wert r . /l3V8 — 2)^3 = 3,1415 r. 




Fig. 95. 



f 111. Qnadratar des Kreises. 

1. Unter der Quadratur des Kreises (des Zirkels) 
versteht man die Aufgabe, die Fläche des Kreises in 
eine geradlinige Figur zu verwandeln, etwa in ein 
Quadrat. Auch diese Aufgabe ist wie die Rektifikation 
mit Zirkel und Lineal nicht lösbar. 

2. Um den Inhalt eines Kreises vom Radius r an- 
näherungsweise zu erhalten, besclireibt man um den- 
selben ein regelmässiges Yieleck. Durch unbeschränkte 
Vermehrung der Seitenzahl erhält man schliesslich ein 
Polygon, dessen Umfang und Inhalt der Peripherie und 
dem Inhalt des Kreises äusserst nahe kommen. 

Ersetzt man daher in der § 106, 7 gefimdenen 
Formel F = ^2 • ii • ^ . r den Umfang n a durch 2 tt r, 
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so erhält man als Inhalt des Kreises den Ausdruck 
F = jr.r2. D.h.: 

Der Inhalt des Kreises ist gleich dem Pro- 
dukt aus der Zahl jt und dem Quadrat des 
Radius. 

3. Der Inhalt eines zwischen zwei konzentrischen 
Kreisen von den Radien R und r gelegenen Ringes ist 
71 (ß.^ — r*). — Konstruiere einen Kreis, der mit dem 
Ring gleichen Inhalt hat. 

f 112. Berechnang der Kreisteile. 

1. In einem Kreise vom Radius r sei die Länge 
eines Bogens mit b, sein zugehöriger Zentriwinkel mit a, 
der Inhalt des Sektors mit S bezeichnet. Da sich die 
Bögen eines Kreises wie die zugehörigen Zentriwinkel 
verhalten, so folgt die Proportion b : jrr = a : 180. 

Hieraus b= -—-— — 

180 

Die Inhalte der Sektoren eines Kreises verhalten 

sich wie die zugehörigen. Bögen oder Zentriwinkel. 

Somit gut die Proportion S : tt r^ = b : 2 Jtr = a : 360. 

Daraus folgt 

b . r Ji , r^ . a 

^ ~2~ ^ 360 

2. Die Fläche eines Segments ist gleich dem unter- 
schied des zugehörigen Sektors und des durch die Sehne 
abgeschnittenen Dreiecks. 

f 113. Uebimgen. 

1. Der Radius eines Kreises ist r = 6,2 m. Wie gross 
ist der Umfang, der Inhalt? 

2. Der Radius eines Kreises ist r = 0,5 m, ein Zentri- 
winkel misst a = 32 °. Wie gross ist der zugehörige 
Bogen, Sektor? 
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3. Der Eadius eines Kreises ist r = 8,6 m. Wie gross 
ist die Seite des dem Kreise inhaltsgleichen Quadrats? 

4. Der Bogen eines Sektors ist gleich dem Badius, 
wie gross ist der Zentriwinkel? 

5. Der Inhalt eines Sektors ist gleich dem Quadrat 
des Eadius, wie gross ist der Zentriwinkel? 

6. Die Erde dreht sich um die N.S.- Linie. Welche 
Geschwindigkeit in der Sekunde hat ein Ort am Aequator? 
Der Radius der Erde beträgt 6370 km. 

7. Zwei gleich grosse Kreise schneiden sich so, dass 
jeder durch das Zentrum des andern geht. Wie gross ist 
die gemeinsame Flfiche? 

8. Drei gleich grosse Kreise berühren sich gegen- 
seitig. Wie gross ist die zwischen den Umfangen liegende 
Pl&che ? 

9. In einen Kreis vom Radius r ist ein Quadrat be- 
schrieben; über einer Seite wurde der Halbkreis nach 
aussen gelegt. Wie gross ist die entstandene mond- 
förmige Figur? 

10. Einen Kreis zu konstruieren, dessen Umfang 
gleich ist der Summe oder Differenz der Umfange zweier 
Kreise. 

11. Einen Kreis zu konstruieren, dessen Inhalt gleich 
ist der Summe oder Differenz der Inhalte zweier Kreise. 

12. Eine gegebene Kreisfläche durch den kon- 
zentrischen Kreis zu halbieren. 

13. Einen gegebenen Sektor durch den konzentrischen 
Kreisbogen zu halbieren. 

14. Errichtet man über den Seiten eines rechtwink- 
ligen Dreiecks nach derselben Seite Halbkreise, so ist 
die Summe der beiden mondförmigen Figuren gleich dem 
gegebenen Dreieck. (Lunulae Hippocratis, 450 v. Chr.) 

15. Zieht man in einem Kreise zwei zu einander 
senkrechte sich schneidende Sehnen und beschreibt man 
über den 4 Abschnitten als Durchmesser Kreise, so ist 
die Sunmie der 4 Kreise gleich dem Inhalt des ge- 
gebenen Kreises (§ 72, 2). 
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16. AB CD ist ein Rechteck, in dem BC = 2 AB ist, 
F und E sind die Mitten der BC und AD; G ist der 
Schnitt von AF und BE; H ist der Schnitt der EC 
und DF. Um F wird ein Kreisbogen durch A, D ge- 
legt; ebenso um E durch B, C; um G durch A, B; um 
H durch C, D. Wie gross ist das entstandene Oval, 
wenn BC = 2a ist? 

17. In dem Kreise sind die beiden senkrechten 
Durchmesser AB und CD sowie die Sekanten AD und 
BD gezogen. Um B beschreibt man einen Bogen durch 
A, der BD in E schneidet, ebenso aus A mit Eadius AB, 
welcher AD in F trifft. Das Oval vervollständigt man 
durch einen Bogen aus D mit DE. Wie gross ist der 
Inhalt der Eilinie? 

18. Die Seite des einem Kreise vom Radius r einbe- 
schriebenen regulären 4, 6, 10-Ecks ist rV^, r, Vgr-lVö— 1). 

19. Berechne die Seite des einem Kreis vom Radius r 
einbeschriebenen regulären 8, 16, 32, 12, 24, 48, 96, 20, 
40, 80 -Ecks. 

20. Die Seite des einem Kreis vom Radius r ein- 
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beschriebenen regulären 5 -Ecks ist — y^Q — 2 Vö. 



Mahl er, Geometrie. 



IIL Abschnitt. 

Die geometrische Aufgabe. 



16. Kapitel. 

Wesen und Behandlung der Aufgabe. 

f 114. Einfilhrniig. 

1. Die geometrische Konstruktionsaufgabe verlangt 
eine Figur herzustellen, die gegebenen Bedingungen ge- 
nügt. Dadurch wird zugleich aus den gegebenen Be- 
stimmungsstücken die Grösse oder Lage anderer Stücke 
abgeleitet. Zur Konstruktion darf nur die Grerade und 
der Kreis angewendet werden, woher es kommt, dass 
scheinbar einfache Aufgaben nicht gelöst werden können, 
wie z. B. die Dreiteilung des Winkels. Die Bestim- 
mungsstücke müssen voneinander unabhängig sein. 

2. Die Aufgabe ist bestimmt, wenn ihre Auf- 
lösung nur ein oder eine endliche Anzahl von Eesul- 
taten ergiebt; unbestimmt, wenn die Zahl der Kesul- 
tate unendlich ist; überbestimmt, wenn mehr Be- 
stimmungsstücke gegeben sind, als die Konstruktion 
verlangt; unmöglich, wenn die gegebenen Bedingungen 
den Eigenschaften der verlangten Figiu* widersprechen. 
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f 115. Teile der Anflösaiig. 

Die vollständige Lösung einer Aufgabe gliedert 
sich in vier Teile: Analysis, Konstruktion, Beweis, 
Determination. 

1. Analysis. Man zeichnet eine Figur von der- 
selben Art wie die gesuchte, bezeichnet und stellt in 
ihr die Stücke dar, die den gegebenen entsprechen. 
Hierauf untersucht man, in welcher Beziehung die ge- 
gebenen Stücke unter sich und zu andern Stücken der 
Figur stehen. Die Untersuchung, wird soweit fortge- 
führt, bis die Abhängigkeiten zwischen allen erforder- 
lichen Elementen aufgedeckt sind; dann aber hat das 
Yerfahren auf eine oder mehrere Aufgaben geführt, 
die gelöst werden können. 

2. Die Konstruktion folgt der Analysis Schritt 
für Schritt, indem sie die einzelnen Elemente der Figur 
in der Weise erzeugt, wie sie die Analysis als von- 
einander abhängig festgestellt hat. Während jedoch die 
Analysis nicht auf die gegebene Grrösse der Bestimmungs- 
stücke Eücksicht nimmt, muss die Konstruktion davon 
ausgehen. Auch sei darauf hingewiesen, dass jede 
Konstruktion soweit wie irgend thunüch in einer ein- 
zigen Figur zu leisten ist. 

3. Der Beweis thut dar, dass die durch die Kon- 
struktion hergestellte Figur den Bedingungen der Auf- 
gabe genügt; er geht somit den umgekehrten Gang der 
Analysis. Hierbei zeigt sich, dass der Beweis oft die 
Umkehrungen derjenigen Sätze notwendig hat, welche 
die Analysis zu ihrer Entwickelung bedurfte. 

4. Die Determination untersucht die Möglich- 
keit und Bestimmtheit der Aufgabe. 

9* 
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§ 116. Methoden der Lösung. 

Diese sind die Methode der geometrischen Oerter, 
der Parallelverschiebung, der Uniklappung, der Drehung 
und der Rechnung. Andere in der Regel einfachere 
Hilfsmittel, wie sie die Kongruenz, die Symmetrie, die 
Aehnhchkeit der Figuren und manche Lehrsätze bieten, 
sind in den früheren Paragraphen angeführt worden und 
finden deswegen hier keine Berücksichtigung mehr. 

§ 117. Die Methode der Oerter. 

Dieses Yerfahren setzt eine grössere Zahl von 
Oertem voraus; es ist daher vor allem notwendig, 
solche, soweit es nicht schon früher geschehen ist, an- 
zuführen. 

1. Der geometrische Ort für (D. g. 0. f.) den einen 
Endpunkt einer konstanten Strecke^ die immer in gleicher 
Weise eine gegebene Gerade unter einem gegebenen 
Winkel schneidet, ist eine Parallele zur Geraden. 

2. D. g. O. f. das Zentrum X aller Kreise vom 
Radius r, welche aus einer gegebenen Geraden immer 
in gleicher Weise eine Strecke von vorgeschriebener 
Länge ausschneiden, ist eine Parallele zur Geraden. — 
Ist AB eine solche Strecke, so lässt sich das /l^ ABX 
in irgend einer Lage zeichnen. 

3. D. g. O. f. den Mittelpunkt X aller Kreise vom 
Radius r, die den gegebenen Kreis immer in gleicher 
Weise nach einer Sehne von gegebener Länge schneiden, 
ist ein mit dem gegebenen Kreise konzentrischer. — 
Ist AB eine solche Sehne, so lässt sich das Viereck OAXB 
in irgend einer Lage konstruieren. 

4. D. g. O. f. den Punkt X, von dem aus man 
Tangenten von gegebener Länge an den gegebenen 
Kreis O legen kann, ist ein konzentrischer Kreis. — Ist 
XA eine Tangente, so lässt sich A XAO in irgend einer 
Lage herstellen. 
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5. D. g. 0. f. den Punkt X, von dem aus der ge- 
gebene Kreis O unter dem gegebenen Winkel a erscheint, 
ist ein konzentrischer Kreis. — Ist XA eine Tangente, 
so ist A OAX bestimmt. 

6. D. g. 0. f. den Punkt X, von welchem aus zwei 
gegebene Kreise und Q unter gleichen Winkeln er- 
scheinen, ist ein Kreis. — Zieht man an den Kreis O 
die Tangente XA, an den Kreis Q die Tangente XB, so 
ist A OAXc^QBX, somit XO:XQ = OA:QB. Das 
weitere nach § 90. 

7. Zieht man in dem Kreise O durch den Peripherie- 
punkt A alle Sehnen, so ist d. g. O. f. deren Mitte der 
Kreis über OA als Durchmesser. 

8. Zieht man durch den Punkt A an den Kreis O 
alle Sekanten, so ist d. g. O. f. den Mittelpunkt X der 
Sekanten ein Kreis. — Ist AB eine Sekante, und zieht 
man OB, wie auch durch X die Parallele zu OB, welche 
OA in Q schneidet, so ist Q die Mitte der AO und QX = 
V2 OB. 

9. Legt man um das A -^BC den Umkreis, halbiert 
man ferner den Bogen BO in E und beschreibt um E 
mit EB den Kreis, so ist dieser der g. O. f. das Zen- 
trum X aller Inkreise derjenigen Dreiecke, die auf BC 
stehen und ihre Spitze auf dem Bogen BAC haben. — 
Es ist nämlich A BEX gleichschenklig, da < EBX = 

BXE = ^ ist. 

10. D. g. 0. f. den Punkt X, dessen Summe der Ent- 
fernungen von den Schenkeln eines Winkels C die ge- 
gebene Länge s hat, ist eine Gerade. — Sind XA und 
XB zwei Lote, verlängert man AX und halbiert man 
den Winkel, den diese Verlängerung mit XB bildet, so 
ist die Halbierungslinie der Ort, wie man sich durch 
Umklappen der BX um die Mediane überzeugt. 

11. Zieht man von dem gegebenen Punkte A alle 
Strecken nach der Geraden L, so ist d. g. O. f. den 
Punkt X, der die Strecken in gleicher Weise im Ver- 
hältnis m : n teilt, eine Parallele zu L. 
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12. Zieht man durch den Punkt A alle Sekanten an 
den gegebenen Kreis und teilt sie in gleicher Weise 
im Verhältnis m : n, so ist d. g. O. f. den Teilungspunkt 
X ein Kreis. — Dieser wird analog dem in Nr. 8 ge- 
funden. — Der Punkt A kann auch innerhalb des Kreises 
liegen. 

13. D. g. 0. des Punktes X, der zu den Punkten A, B 
so liegt; dass AX® — BX^=d^ wird, ist eine Gerade. — 
Bestimmt man nämlich auf AB den Punkt C so, dass 
AC® — BC* = d^ ist, und errichtet man in C das Lot auf 
AB, so ist dieses der Ort. 

14. D. g. O. f. den Punkt X, von dem aus die Tan- 
genten an die gegebenen Kreise O, Q mit den Badien r, g 
einander gleich sind, ist eine Gerade senkrecht zu O Q. — 
Denn es ist XO^— XQ^ = r^— q^ — Beschreibt man um X 
mit der Länge der betreffenden Tangente den Kreis, so 
schneidet dieser die beiden Kreise rechtwinklig. Daher: 

15. D. g. O. f. den Mittelpunkt aller Kreise, die zwei 
gegebene Kreise rechtwinklig schneiden, ist eine Gerade. 

16. D. g. O. f. das Zentrum X aller Kreise, die durch 
den gegebenen Punkt A gehen und den gegebenen Kreis O 
vom Radius r halbieren, ist eine Gerade. — Denn es ist 
AX« — XO« = r 
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17. D. g. O. f. den Mittelpunkt X aller Kreise, die 
zwei gegebene Kreise O und Q mit den Badien r und g 
halbieren, ist eine Gerade. — Denn man hat XO^ — XQ^ 
= ß« — r^ 

18. D. g. O. f. das Zentrum X aller Kreise, die den 
gegebenen Kreis O vom Eadius r rechtwinklig schneiden 
und den gegebenen Kreis Q vom Badius q halbieren, ist 
eine Gerade. — Es ist XO^ — XQ2 = r^ + ö*. 

19. D. g. O. f. den Punkt X von solcher Lage zu zwei 
gegebenen Punkten A, B, dass AX^ + BX^ = s* werde, 
ist ein Kreis. — Ist nämlich X A = x, XB = y, AB = c. 
femer C die Mitte von AB, CX = z, so besteht die 
Beziehung c^ + 4 z^ = 2 x^ + 2 y ^ = 2 s^ ; hierau s z^ =^ 
74 (2s«— c^). Demnach ist der Ort der um C mit V2V2S*— c- 
beschriebene l^reis. 
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20. D. g. 0. f. das Zentrum X aller Kreise, die von 
dem gegebenen Kreise O vom Badius r rechtwinklig ge- 
schnitten und dem gegebenen Kreise Q (Radius q) halbiert 
werden, ist ein Kreis. — Denn XO^ + XQ*'^ = r^ + ß^ 

21. D. g. O. f. den Mittelpunkt X aller Kreise, welche 
durch den gegebenen Punkt A gehen und von dem ge- 
gebenen Kreis (Radius r) halbiert werden, ist ein Kreis. 
Denn XA'' + XO'' = t\ 

22. D. g. O. f. das Zentrum aller Kreise, die den ge- 
gebenen Kreis O vom Radius r halbieren und von dem 
gegebenen Kreis Q (Radius g) halbiert werden, ist ein 
Kreis. — Denn XO^ + Xq^ = g"" — t\ . 

23. Zieht man von dem Punkte A nach der Geraden L 
irgend eine Strecke AB und bestimmt auf ihr den 
Punkt X so, dass AX . AB = a^ wird, so beschreibt der 
Punkt X einen Kreis, wenn sich AB um A dreht. 

24. Zieht man durch den Peripheriepunkt A eines 
Kreises irgend eine Sehne (Sekante) AB und bestimmt 
auf ihr den Punkt X so, dass AX . AB = a^ wird, so be- 
schreibt X eine Gerade, wenn sich AB um A dreht. 

25. Zieht man durch den Punkt A nach dem Kreise 
eine Sekante AB und bestimmt auf ihr den Punkt X 
so, dass AX . AB = a^ wird, so beschreibt X einen Kreis, 
wenn sich AB um A dreht, (A ist ein Aehnlichkeits- 
punkt beider Kreise.)] 

§ 118. Anwendung. 

um eine geometrische Konstruktionsaufgabe mittelst 
der Methode der Oerter zu lösen, geht man von 
zwei oder mehreren der Lage nach vorhandenen Ele- 
menten (Punkten, Linien) aus und bestimmt für jeden 
unbekaimten Punkt zwei Ortslinien, indem man jede 
der beiden Bedingungen, welche der Punkt erfüllen 
soll, für sich betrachtet. Jede Bedingung liefert einen 
Ort und der gesuchte Pimkt liegt da, wo sich die 
beiden Oerter schneiden. 
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Fig. 96. 



1. Beispiel. Auf der gegebenen Geraden L den 
Punkt X zu finden, von dem die an den gegebenen 
Kreis gezogene Tangente die Länge a erreicht. 

Analysis. Fig. 96. Es sei 
X der gesuchte Punkt, so dass 
die Tangente XE = a wird. Wie 
aus dem Text der Aufgabe hervor- 
geht, muss der Punkt X zweien 
Bedingungen gehorchen; 1) er 
muss auf L liegeü, 2) muss er 
eine solche Lage haben, dass die 
^1 von ihm an den Kreis gelegte 
Tangente die Länge a erreicht. 
Die beiden Ortslinien für X sind 
somit 1) die Linie L, 2) der in 
§ 117, 4 angeführte konzentrische Kreis. Die Schnitt- 
punkte beider Oerter genügen der Aufgabe. 

Konstruktion. Ziehe den Eadius OA, errichte in A 
auf OA das Lot AB = a und verbmde B mit 0. Beschreibe 
um mit OB den Kreis, der die L in X schneidet. 
Beweis. Ziehe von X an den Kreis die Tangente 
XE und verbinde mit E und X. Da nun OX = OB, 
OE = OA, .^E = A=lRist, so ist ^ ^OE^BOA, 
woraus XE = AB folgt. Es ist jedoch AB = a, daher 
auch XE = a und Tangente. Auch liegt X auf L. 
Mithin genügt X allen Anforderungen der Aufgabe. 
Determination. Fälle OF_!_L. Mit Hi lfe des 

Pythagoreischen Lehrsatzes ergiebt sich 0B=ya^4-r*; 
wenn nun Va^ + r^^OF ist, so hat der konzentrische 

2] 

Kreis mit L ll Punkte gemeinsam, d. h. es giebt 2, 1, 


Punkte, die der Aufgabe entsprechen. 
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§119. Uebangen. 

Bezeichnung: aus Ls, Ksj Kd, Pty Kgo heisst, 
einen Kreis zu beschreiben, der aus L eine Strecke = s, 
aus dem Kreis K eine Sehne = s ausschneidet, der den K 
halbiert, der so liegt, dass die vom Punkte P an ihn 
gelegte Tangente = t werde, der den Kreis K recht- 
winklig schneidet. 

1. Führe die geometrischen Oerter auf, die in den 
Abschnitten I und II enthalten sind. 

2. Dem A ABC das gleichschenklige A XYZ ein- 
zubeschreiben, so dass die Basis XY || BC geht und die 
Länge a erhält. 

3. aus r, A, Ls. 

4. aus r, Ls, Pt. 

5. aus r, K, K's. 

6. aus L, Kd, r. 

7. Den Punkt X zu finden, so dass die von ihm an 
die Kreise O und Q gelegten Tangenten die Längen a 
und b haben. 

8. Den Punkt X zu finden, von dem aus die Kreise 
O und Q unter den Winkeln a und ß erscheinen. 

9. Den Punkt X zu finden, von dem aus drei ge- 
gebene Elreise unter gleichen Winkeln erscheinen. 

10. A aus r, a, tb. 

11. A aus a, a, tb. 

12. Durch den Punkt A eine den Kreis O in X und Y 
schneidende Sekante so zu ziehen, dass AX = XY wird. 

13. Desgleichen, dass AX : AY = m : n wird. 

14. Rechtwinkliges Dreieck aus a, q, 

15. A aus p, q, b : c = m : n. 

16. In einem Viereck einen Punkt zu finden, der 
von den Seiten a und b das Entfernungsverhältnis m : n 
und von den Seiten c und d die Summe der Ent- 
fernungen s hat. 

17. Auf dem Umfang des Kreises ist der Punkt A 
gegeben. Man soll durch A eine Gerade ziehen, welche 
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den Kreis in X und die gegebene Linie L in Y so 
schneidet, dass AX = X Y wird. 

18. Desgleichen, dass AX : A Y = m : n wird. 

19. Durch den innerhalb des gegebenen Kreises O 
gelegenen Punkt A die Sehne XAY so zu ziehen, dass 
AX : A Y = m : n wird. 

20. Kechtwinkliges Dreieck aus a, b^ — c^ = d*. 

21. A aus a, ta, b* — c^ = d*. 

22. A aus a, b^ — c^ = d^ F (Inhalt). 

23. A aus a, a, b^ — c^ = d*. 

24. Den Punkt X zu finden, so dass die von ihm 
an drei gegebene Kreise gezogenen Tangenten einander 
gleich werden. 

25. aus K90, K'go, K"90; 26. aus A, B, Kd. 

27. aus Kd, K'd, K"d. 

28. O aus K90, K'90, K"d. 

29. aus K90, K'd, K"d. 

30. A aus a, a, b^ + c* = s^. 

31. A aus a, ha, b® + c^ = s^ 

32. Einen Kreis zu konstruieren, der von zwei ge- 
gebenen Kreisen rechtwinklig geschnitten und von 
einem dritten gegebenen Kreis halbiert wird. 

33. aus A und B und der von einem gegebenen 
Kreis halbiert wird. 

34. aus Kd, K'd und der von K" halbiert wird. 

35. Durch den Punkt A eine Gerade zu ziehen, die 
den Kreis O in Y, die Gerade L in X so schneidet, dass 
AX.AY = a^ wird. 

36. Durch den Schnittpunkt A'^ zweier Kreise die 
Sekante XAY so zu legen, dass AX.AY=a^ wird. 

37. Durch den Punkt A eine Gerade zu ziehen, 
welche den Kreis O in X, den Kreis Q in Y so schneidet, 
dass A XI . A Y =f a^ wird. 

38. Gegeben sind die festliegenden Strecken AB 
und CD und die Gerade L. Auf L den Punkt X zu 
finden, so dass A ABX = CDX wird. 

39. In dem A ABC den Punkt X zu finden, so dass 
A BCX : C AX : ABX = m : n : p sich verhält. 
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40. Auf der Geraden L liegen die Strecken AB, BC 
und CD hintereinander. Man soll den Punkt X finden^ 
so dass von ihm aus die drei Strecken unter gleichen 
Winkeln erscheinen. 

41. Ein Quadrat zu zeichnen, dessen Seiten durch 
vier gegebene Punkte gehen. 

42. Ein rechtwinkliges Dreieck von gegebener Höhe 
zu konstruieren, dessen Seiten durch vier gegebene 
Punkte gehen sollen, wovon zwei auf der -Hypotenuse 
liegen. 

43. In einen Kreis ein rechtwinkliges Dreieck zu 
konstruieren, dessen Katheten durch zwei gegebene 
Punkte gehen. 

§ 120. Die Methode der Parallelverschiebung. 

Das Wesen dieser Methode besteht darin, dass 
man einzelne Teile der Gesamtfigur wie Strecken, 
Linien, Kreise, Linien züge n. s. w. parallel einer Geraden 
um eine bestimmte Strecke verschiebt. Der Zweck einer 
solchen Yerschiebung ist die Auffindung eines wichtigen 
Punktes, das Zusammenrücken gegebener Strecken zu 
einer Figur, welche sich konstruieren lässt, Zerlegung 
einer Figur in Teile, die sich einzeln herstellen lassen, 
Uebertragung von Verhältnissen. 

1. Beispiel. l\ aus tb, tc, h». 

Analysis. Es ist — Fig. 97 — 
ABC ein Dreieck, in dem BD = tb, 
CE = tc, AF = ha sei. Verschiebt 
man AF längs BC, bis sie durch D 
geht, wobei D G = ^/g ha wird, so lässt 
sich das rechtvs^inklige ^ BDG zeich- B 
nen aus BD = tb, GD = ^/g h» imd 
^ BGD = 1 R, Der Punkt S auf 
BD teilt diese Strecke im Verhältnis 2:1. Die beiden 
Oerter für den Pimkt C sind a) die Linie BG, b) der 
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Fig. 98. 



uin S mit ^/g tc beschriebene Kreis. Die Punkte C und 
D bestimmen die Lage von A, da DA = CD sein muss. 

2. Beispiel. Viereck aus a, c, e, f, ^ef. 

Analysis. In dem 
Yiereck AB CD, Fig. 98, 
sei AB = a, CD = c, 
AC = e,BD = f,^BKC 
= <^ ef. Verschiebe /\ 
ADB parallel AC und 
um diese Strecke. Hier- 
durch gelangt D nach 
E, A na<)h C, B nach F 
und es ist CE' ij^i AD, 
CF#AB, EF#BD, 
< BDE = BKC. Das 
Parallelogramm BDEF 
lässt sich nun herstellen aus BD = f, DE = e, ^ BDE 
= ^ e f . Der Punkt C liegt auf dem um F mit a 
imd auf dem um D mit c beschriebenen Kreise. Da 
CA :|:j: ED ist, so lässt sich A von C aus auffinden. 

3. Beispiel. Zwischen zwei gegebene Kreislinien 
die Strecke XY = a und parallel zur Zentrale zu legen. 

Analysis. In 
Fig. 99 seien A, B 
die Zentren der ge- 
gebenen Kreise, XY 
= a und II AB. Die 
Linie XY lässt sich 
ziehen, w^enn der Punkt 
X gefimden ist. Ver- 
schiebt man aber den 
Kreis B längs BA um a bis C, so muss sein Umfang 
<lurch X gehen. In dieser neuen Lage lässt sich der 
Kreis zeichnen, da B C = a sein muss. 




Fig. 99. 
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Konstruktion. Mache BC = a, beschreibe um 
C mit dem Radius des Kreises B einen Bogen, der den 
Kreis A in X schneidet; ziehe XY || AB. 

4. Beispiel. An den Bogen des Sektors die 
Tangente zu legen, so dass ihre von dem Berührungs- 
punkte einerseits und den verlängerten Radien anderer- 
seits begrenzten Abschnitte sich wie m : n verhalten. 

Analysis. In Fig. 100 ent- 
spreche BC den Forderungen. 
Ziehe OA, welche Linie auf BC 
senkrecht stehen muss. Bringt 
man jetzt BC durch Parallelver- 
schiebung in die Lage EG, so 
verhält sich auch EF : FO = m : n; 
wenn femer FH || CO ist, so er- 
hält man EH : HO = m : n. Die 
Verschiebung der BC kann immer 
soweit vorgenommen werden, dass 
EH = m und HO = n wird. Die beiden Oerter für F 
sind alsdann a) der Halbkreis über EO als Durch- 
messer und b) die Parallele durch H zu OC. Die 
Gerade OF bestimmt auf dem Bogen den Prnikt A und 
die gesuchte Linie BC ist senkrecht in A auf OA. 

Konstruktion. Mache OH = n, HE = m; schlage 
über OE als Durchmesser den Halbkreis, der die durch 
H zu OC gezogene Parallele in F schneidet. Die ver- 
längerte OF trifft den Bogen in A; errichte in A auf 
OA das Lot BC. 

§ 121. Uebangen. 

1. A aus a, c, tb; 2. A aus ta, hb, hc; 3. A aus tar 
ha, a. 

4. A aus ta, tb, tc; 5. A aus ta, «, b + c. 

6. Gleichschenkliges Dreieck aus hb, Q* 

7. Trapez aus b, d, e, f ; 8. Trapez aus b, d, e, <^ ef. 
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9. Trapez aus b, c, d, <^ ef. 
10. Viereck aus e, f, ß^ dy *^ ef; 11. Viereck aus a, b, 
c, d, <^ ac. 

12. Viereck aus den vier Seiten und der Verbindungs- 
strecke zweier Gegenseiten. 

13. Durch den einen Schnittpunkt zweier sich 
sehneidender Kreise eine Sekante zu ziehen, so dass die 
Summe beider Sehnen = s werde. 

14. Ein Rechteck zu konstruieren, von dem eine 
Seite gegeben ist,, und dessen vier Seiten durch vier 
gegebene Punkte gehen. 

15. In einem Kreise ist ein Durchmesser gezogen. 
Auf dem einen Halbkreis liegen die Punkte A, B. Auf 
dem andern den Punkt X so zu bestimmen, dass AX 
und BX aus dem Durchmesser ein Stück = a ausschneiden. 

16. In dem A ABC eine die AB in X, die AG in Y 
«shneidende Linie XY so zu ziehen, dass XY =a und 
BX : C Y = m : n werde. 

17c Desgleichen, dass BX = XY = YC werde. 

18. Gegeben sind die Strahlen AB und CD mit den 
Endpunkten A und C. Man sucht zwei sich berührende 
Kreisbögen von gleichen Radien, wovon der eine AB 
in A, der andere CD in C tangiert. 

19. In dem A ABC eine die AB in X, die AC in Y 
schneidende Linie XY || BO so zu ziehen, dass BX:XY 
= XY : CY wird. 

20. Desgleichen, dass AX:XY = XY:CY wird. 

21. Desgleichen, dass AX:XY = XY:BX wird. 

22. Durch den Punkt A eine Linie so zu ziehen, 
dass die beiden Abschnitte, welche dieselbe zwischen 
«inen Dreistrahl legt, sich wie m : n verhalten. 

23. Einen Dreistrahl durch eine Gerade so zu 
schneiden, dass die beiden Abschnitte = a, b werden. 

24. aus A auf L, K. 

25. aus A auf K, K'. 

26. aus L, L', K. 

27. aus L, K, K'; 28. aus K, K, K' . 
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§ 122. Die Methode der Umklappang. 

Die Methode der Umklappuag leitet sich aus der 
axialen Symmetrie ab. Will man sie zur Lösung von 
Aufgaben verwenden, so klappt man die ganze oder 
einen Teil der zur Analysis notwendigen Figur um 
eine Gerade um. Letztere kann entweder schon vor- 
handen sein, oder sie muss erst eingeführt werden. Am 
häufigsten benutzt man dazu eine Winkelhalbierende 
oder eine Senkrechte. Der Zweck dieses Yerfahrens 
ist aber, gegebene Stücke zusammenzurücken, gleiche 
Elemente zur Deckung zu bringen, Punkte durch sym- 
metrische zu ersetzen, Summen bezw. Differenzen von 
Strecken und Winkeln darzustellen. 

1. Beispiel. ^ ausb, c, ß—y- 

Analysis. In Fig. 101 ist 
ABC ein Dreieck, in welchem 
AC = b, AB = c, ^B — Q=ß—y 
sei. Um die Differenz «^ B — C 
einzuführen, zieht man AD | BC 
und klappt ^ ABD um AD in b 
die Lage ADE um. Hierdurch j, 
wird^AEB = ^. Aber ^ AEB ^ 
= <5 -j- y, folglich ist ^ ^ = /? — y. 
Das l\ AEC ist demnach be- 
stimmt aus AC = b, AE = c, 
^d = ß — y. Der Punkt D hegt 
auf CE und auf dem Lote von A 
auf CE. Der Punkt B liegt auf CE und auf einem 
Kreise um D mit DE. 

Bemerkung. Zu einer andern Lösung gelangt man, 
wenn das /\ ABC um das Mittellot der BC umge- 
wendet wird. 





Fig. 101. 
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Fig. 102. 



2. Beispiel. In einen gegebenen Kreis ein Yier- 
eck zu beschreiben, von welchem zwei Gegenseiten und 
das Verhältnis der beiden andern gegeben sind. 

Analysis. In Mg. 102 sei 
AB CD ein Sehnenviereck, in dem 
AB = a, CD = c, BC:AD = m:ii 
gegeben ist. Klappt man ^ ABC 
um das Mittellot der AC um, wo- 
durch es in die Lage CB'A 
kommt, so lässt sich /\ B'CD in 
den Kreis legen, da B'C = a und 
CD = c werden muss. Femer 
verhält sich B'A : AD = b : d = 
m : n , daher hegt A auf dem 
ApoUonischen Kreis, dessen Durch- 
messer die Strecke zwischen den 

Teilpunkten ist, welche B'D im Verhältnis m : n teilen. 

Der Punkt B befindet sich auf dem gegebenen Kreise 

imd auf der Parallele durch B' zu AC. 

3. Beispiel. Gegeben sind die Geraden L, L' 
und auf L der Punkt A. Auf derselben Geraden den 
Punkt X so zu bestimmen, dass XA gleich dem Ab- 
stände der L' von X werde. 

Analysis. In Fig. 103 sind 
L, L', A die gegebenen Elemente, so- 
dann sei das Lot XB = AX. Wen- 
det man die Gerade L' samt dem 
Lote XB um die Mediane XC des 
^ BXA lun, so legt sich BX auf AX, 

die Gerade L' auf das von C auf L 

^ ^ ^ gefäUte Lot und ^BCX auf ACX; 
^«' ^^^' mithin ist ^ d = e. Das Lot in A 

auf L bestimmt zunächst auf L' den Punkt C und die 
Halbierungslinie des ^ACB schneidet die L in X. 
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4. Beispiel. Yon dem Rechteck ABCD — Fig. 104 — 
ein ihm ähnliches durch eine Gierade parallel zu einer 
Seite abzuschneiden. 

Analysis. Es sei XY il BA 
so gezogen, dass ABCD rv:> 
AYXB ist. Klappt man 
-^ D AC um die Mediane AE des 
rechten Winkels DAB um, so 
wird der Schenkel AD längs 
AB fallen; ferner muss der 
Schenkel AC in die Richtung 
<ler AX zu liegen kommen, 

weü entsprechende Diagonalen die beide q Rechtecke in 
paarweis ähnliche Dreiecke zerlegen, und in ähnlichen 
Dreiecken homologe Winkel gleich sind. Weil demnach 
^£ = S werden muss, so ist die Lage der AX und 
folglich auch der Pimkt X bestimmt. XY ist parallel 
zu BA. 

§ 123. Uebungen. 

1. Gleichseitiges A aus a + h; 2. Ebenso aus a — h. 

3. Rechtwinklig gleichschenkliges A aus a + b. 

4. Rechtwinkliges A aus den beiden Abschnitten der 
Hypotenuse, in welche letztere durch die Mediane des 
rechten Winkels zerlegt wird. 

5. Desgleichen aus den beiden Abschnitten einer 
Kathete, in welche diese durch die Mediane des Gegen- 
winkels geteilt wird. 

6. Rechtwinkliges A aus a, b + c; 7. Desgleichen aus 
b — h, y. 

8. Desgleichen aus b + c, ^ — y; 9. Desgleichen aus 
b — c, ^ — r. 

10. Gleichschenkliges A aus a, b + ha; 11. Desgleichen 
aus a + b, a. 

12. A aus b + c, a, a: 13. A aus b — c, a, a; 14. A 
aus a + b 4- c, ßy y. 

Mahler, Geometrie. 10 
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15. A aus a + b + c, ha, a; 16. A aus a, hb, ß — y; 
17. A aus a, b + c, hb. 

18. A aus u, V, b — c; 19. A aus u, v, y; 20. A aus 
p — q, ha, Wa. 

21. A aus c, b, ^ = 2y. 

22. Rechteck aus a + b + c + d, e. 

23. Sehnenviereck aus r, a, c, b + d. 

24. Viereck aus a -}- b + c, a, ß, y, d. 

25. In das A ABC ein Parallelogramni von gegebenem 
Umfang zu beschreiben, so dass beide Figuren einen 
Winkel gemeinsam haben. 

26. Gegeben L, L', L". Eine Linie senkrecht L' zu 
ziehen, so dass die zwischen L und L" fallende Strecke 
von L' halbiert werde. 

27. Gegeben L, A, K und zwar A und K auf der 
gleichen Seite der L. Man soll in L den Punkt X finden, 
so dass XA und die Tangente von X an K mit L gleiche 
nach entgegengesetzten Seiten geöffnete Winkel bilden. 

28. Gegeben L und die Punkte A, B auf verschiedenen 
Seiten der L. Man soll auf L den Punkt X so bestimmen, 
dass XB mit L einen doppelt so grossen Winkel als XA 
bilde. (Beide Winkel sind nach der gleichen Seite ge- 
öffnet.) 

29. Gegeben L und die Punkte A, B auf der gleichen 
Seite der L. Gesucht wird auf L der Punkt X, so dass 
XA und XB mit L zwei nach verschiedenen Seiten ge- 
öffnete Winkel von gegebenem Unterschied bilden. 

30. Auf dem rechteckigen Billard liegen die Bälle A 
und B. In welcher Richtung muss A gestossen werden, 
damit er, nachdem er von jedem Band zurückgeworfen 
worden, den Ball B trifft. 

31. Das Quadrat XYZU zu konstruieren, so dass die 
Ecken X und Z auf L, die Ecke Y auf L' und die Ecke 
U auf dem Kreise K liege. 

32. Auf dem verlängerten Durchmesser AB des Kreises 
K liegt der Punkt C. Auf diesem Durchmesser den Punkt 
X zu finden, so dass X C gleich der von X an K gelegten 
Tangente werde. 
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§ 124. Die Methode der Drehung. 

1. Die Drehimg um einen durch das jeweilige 
Problem bestimmten Winkel kann vorteilliaft zur Lösung 
geometiischer Aufgaben verwendet werden. Sind Teile 
der Gresamtfigur kongruent, so gelangen sie durch 
Drehung zur Deckung; sind sie aber proportional, ähnlich, 
so kann man sie durch Drehung in solche Lage bringen, 
dass das Drehungszentrum Mittelpunkt eines sie 
tragenden Strahlenbüschels wdrd. Hierbei ist immer 
vorausgesetzt, dass die homologen Stücke beider 
Figuren in gleichem Drehungssinne folgen. Bei der 
einen Gruppe von Aufgaben ist der Drehungsmittel- 
punkt gegeben, bei der anderen muss er erst aufgefimden 
werden. Das Drehungszentrum zweier kongruentei- 
oder ähnlicher Figuren ist dasjenige zweier homologen 
Strecken. Man wendet das Drehungsverfahren an, um 
wichtige Pimkte zu erhalten: Meistens bestimmt der 
gedrehte Teü einer Figur mit dem in Euhe gebliebenen 
solche Punkte. Die Ermittelung des Mittelpunkts der 
Drehung liefert oft die Grösse von Winkeln, die zur 
Konstniktion verw^endet Tverden können. 

2. Sind die gleichen Strecken AB, CD gegeben, 
so wird das Drehimgszentrum nach § 36, 2 bestimmt. 

3. Wenn die Strecken AB, A'B' ungleich smd 
— Fig. 105 — so wird 

das Zentrum, das zugleich 
ffittelpunkt des sie tra- 
genden Strahlenbüschels 
werden soll, durch die 
folgende Ueberlegimg ge- 
funden. Es schneide AB 
die A'B' in D. Wäre 
mm C das gesuchte Zen- — Pig. 105. 

10* 
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trimi, so muss ^ACA' = BCB' = ADA' sein; mit 
iinderen Worten: C liegt anf den Kreisen AA'D und 
BB'D, imd ist dalier der zweite Schnittpunkt beider 
Kreise. Die neue Lag'e der AB ist A"B". 

4. Sucht man zu zwei Kreisen 0, 0' die beiden 
Sclmittpimkte S und S' der äusseren bezw. inneren ge- 
meinsamen Tangenten imd wird über SS' als Durch- 
messer der Kreis beschrieben, so erscheinen von jedem 
Punkt seines Umfangs die beiden gegebenen Kreise 
imter gleichen Winkeln. Demnach ist der Kreis über SS' 
der geometrische Ort des Drehungszentrums beider 
Kreise. Eine bestimmte Stelle nimmt dieses Zentrum 
erst ein, wenn dem Punkte A der einen Peripherie der 
Punkt A' der anderen entsprechen soll. Dann aber 
wird es nach Nr. 3 ermittelt, und zwar mit Hilfe der 
Radien OA, O'A'. Für den FaU, dass die Kreise. 0, 0' 
gleich sind, geht der Ortskreis in das Mittellot auf 00' über. 

ö. Der Drehimgsmittelpunkt für zwei gegenüber- 
liegende Seiten eines Yierecks ist auch derjenige der 
V)eiden anderen. Beweis! 

§ 125. Aufgaben. 

1. Beispiel. Ein gleichseitiges Dreieck zu finden, 
dessen Ecken auf 8 Parallelen liegen. 

Analysis. In Fig. 106 ist 
L i: L' II L''^' und ABC em gleich- 
seitiges Dreieck. Da man mit 
dem Dreieck ABC eine Parallel- 
yerschiebung längs der Parallelen 
vornehmen kann, so darf eine 
Ecke des /\ ABC z. B. B nach 
Gutdünken gewählt werden. Dreht 
man nun das /\ ABC um B 
Fig. 106. 1111^ 60^ und nimmt bei dieser 
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Drehung die Ecke C die Linie L" mit, so gelangt: BC 
in die Lage BA und L" nach L"'. Der Punkt A wird 
demnach durch L imd die um 60^ gedrehte L" be- 
stimmt. Der Punkt C liegt auf L" und zugleich auf 
einem Kreise um B mit BA. 

2. Beispiel. Gregeben sind die gleichen Kreise 
0, 0', auf dem Umfang des einen der Punkt A, auf 
dem des andern der Punkt A'. Es soll auf der Peri- 
pherie des Kreises der Punkt X, auf derjenigen des 
Kreises 0' der Pimkt X' so gefimden werden, dass 
Bogen AX = A'X' und Strecke XX' = a werde. — 
Fig. 107. — 

Analysis. Man betrachte beide Kreise als kon- 
gruente Figuren, 
in denen sich A 
und A', und 0, 
entsprechen. Als- 
dann sind auch X 
imd X' homolog. 
Bestimmt man 

den Drehungs- 
mittelpunkt C bei- 
der Kreise, so wird 
nach der Drehung 
imiCum^ACA' 

das Gebilde 0' mit dem Gebilde zusammenfallen. 
Deswegen ist CX' = CX, ^ XCX' = ACA'. Das gleich- 
schenklige Dreieck XCX' lässt sich in einer Neben- 
figur aus XX' = a und <^ XCX' = ACA' konstruieren. 
Die Lösung ergiebt die Länge der Schenkel C X mid CX', 
wodurch man die Pimkte X und X' ermitteln kaim. 

3. Beispiel. Auf den Schenkeln des Winkels D 
liegen die Punkte A, A'; ausserdem ist P gegeben. 
Man soll durch P eine die Schenkel in X, X' schneidende 
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Linie so ziehen, dass AX:A'X'=m:n werde. (Auf- 
gäbe bei Apollonius: de sectione rationis.) 

Analysis. Fig. 108. Es sei XPX' die gesuchte 

Gerade. Man setze die 
Strecken AX und A'X' 
einander entsprechend; 
dann sind die auf den 
Schenkeln liegenden 
Punkte B imd B' eben- 
falls homolog, wenn man 
sie so wählt, dass AB 
: A'B' = m : n ist. Die 
Punktpaare A und A', B und B' bestimmen den Mittel- 
punkt C der Drehimg. Zieht man ferner CX, CX', 
CA imd CA', so ist A CAA'cv^CXX'; folglich ist 
*^X'XC==A'AC und damit liegt X auf einem Kreis 
über CP, der einen Winkel gleich A'AC fasst. 




§ 126. Uebnngen. 

1. Gegeben sind der Kreis O, die Gerade L und 
zwischen beiden der Punkt A. Man soll durch A eine 
den Kreis in X, die L in X' schneidende Linie so ziehen, 
dass AX — AX' werde. 

2. Desgleichen, dass AX : AX' = m : n werde. 

3. In ein Quadrat ein Dreieck zu beschreiben, das 
einem gegebenen Dreieck ähnlich ist, so dass eine Ecke 
des Dreiecks in eine Ecke des Quadrats fällt. 

4. Ein gleichseitiges Dreieck zu finden, dessen Ecken 
auf den Umfangen dreier konzentrischer Kreise liegen. 

5. Gegeben sind der Punkt P, die Geraden L, L' und 
/ABO. Man soll auf L den Punkt X, aut L' den Punkt 
Y finden, so dass A PXYcv^ABC werde. 

6. Gegeben ist A ABC, auf BC der Punkt D. Man 
soll auf AB den Punkt E, auf AC den Punkt F be- 
stimmen, so dass / DEF-r^ABC werde. 
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7. Ein gleichseitiges Dreieck zu konstruieren, dessen 
Ecken auf zwei gegebenen Kreisen liegen und zwar eine 
in einem gegebenen Punkte. 

8. In ein gegebenes Parallelogramm ein Rechteck zu 
beschreiben, das einem gegebenen Rechteck ähnlich ist. 

9. In ein gegeb. Parallelogramm einen Rhombus ein- 
zubeschreiben, dessen Diagonalen sich wie m : n verhalten. 

10. Ein Kreis Viereck aus den vier Seiten zu kon- 
struieren. 

11. Auf den Schenkeln des Winkels D liegen die 
Punkte A, A'. Ausserdem ist Punkt P gegeben. Man 
soll durch P eine den Schenkel DA in X, den Schenkel 
DA' in X' schneidende Gerade so ziehen, dass AX = 
A'X' werde. 

12. Desgleichen, dass AX + A'X' =s werde. 

13. Gegeben ist der <^ A und der Punkt P. Man 
soll durch P eine die Schenkel in B, C schneidende Linie 
ziehen, so dass das A ABC eine gegebene Fläche hat. 

14. Auf den Schenkeln des <^ A sind die Punkte B, 
B' gegeben. Man soll eine den Schenkel AB in C, den 
Schenkel AB' in C schneidende Linie ziehen, so dass 
BC = B'C und CC = a werde. 

15. Desgleichen, dass BC : B'C = m : n und CC = a 
werde. 

16. Beschreibt man um die vier Dreiecke, welche 
von vier einander schneidenden Geraden gebildet werden, 
die Umkreise, so gehen diese durch einen Punkt. Welche 
Bedeutung hat dieser Punkt? 

17. In jedem Dreieck liegen der Schnittpunkt H der 
Höhen, der Schnittpunkt S der Transversalen und der 
Schnittpunkt O der Mittellote auf den Seiten in einer 
Geraden und zwar ist HS ^ 2 . SO. 

§ 127. Die Methode der Rechnung. 

1. Um eine planimetrische Konstniktionsaiifgabe auf 
algebraischem Wege zu lösen, sucht man die Länge 
ehier oder mehrerer Strecken auf, mit deren Hilfe sich 
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die Aufgabe in einfacher, uDgezwungener Weise erledigen 
lässt. Zu diesem Zweck verbindet man die fraglichen 
Strecken mit anderen in der Aufgabe gegebenen durch 
Gleichungen, wozu mit Vorteil die Pythagoreischen 
Sätze, die Lehrsätze über proportionale Strecken, über 
die Aehnlichkeit imd den Inhalt der Figuren u. s. w. 
Verwendung finden. Alsdann löst man die Gleichungen 
nach den Unbekannten auf und konstruiert schliesslich 
diejenigen Strecken, deren Masszahlen gleich den ge- 
fundenen Ausdrücken sind. Die gegebenen Strecken 
oder richtiger ihre Masszahlen, bezogen auf eine imd 
dieselbe Einheit, bezeichnet man mit a, b, c . . . die 
gesuchten mit x, y, z . . . 

Bemerkung. Diejenigen planimetrischen Aufgaben, 
deren Lösung mit Zirkel und Lineal bewirkt werden 
kann, führen nur auf Gleichimgen ersten oder zweiten 
Grades, nicht aber auf solche höheren Grades. 

2. Strecken bezw. Inhalte heissen Grössen erster 
bezw. zweiter Dimension, reine Zahlen sind von 
nullter Ditnension. Sonach sind die Ausdrücke a, 2 a, 

a + b, ab:c, Va^-f-b^, a^b : c^ . . . von der ersten Di- 
mension; hingegen sind die Formen a^, 2 ab, a^b : c, 
c . yä^— b2 ^ Yon zweiter Dimension. Ein Ausdruck 
wird homogen genannt, wenn alle seine Glieder von 
gleicher Dimension sind; z. B. 3x2-f-ax = bc. AUe 
in der algebraischen Analysis geometrischer Aufgaben 
vorkommenden Ausdrücke sind homogen. 

§ 128. Konstruktion algebraischer Ausdrücke. 

1. Die Konstniktionen der Ausdrücke x^a + b, 
X = m . a, X = a : m, wo m eine Zahl ist, sind nahe- 
liegend. 
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2. Ist X = ab : c, so hat man auch c : a = h : x. 
Demnach" ist x die vierte Propoitionale zu a, b, c. 

3. Findet man x = ya.b, i^o ist x die mittlere^ 
Proportionale zu a, b. 

4. Ergiebt die Eechmmg x = fa- + ^^^ so erkennt 
man, dass x die Hj^potenuse eines rechtwinkligen Drei- 
ecks ist, dessen Katheten gleich a, b sind. Wird b = a, 

so ist X = a . y 2. 

5. Der Ausdruck x = Va^ — b- wird in der Weise 
hergestellt, dass man die Hypotenuse eines rechtwink- 
ligen Dreiecks gleich a und eine der beiden Katheten 
gleich b macht. Die andere Kathete ist gleich x. 

6. Ist a die Seite eines gleichseitigen Dreiecks, so 

a — 
ist die Höhe x = -— } 3. 

7. Bedeutet m eine positive ZahJ, so lassen sich alJo 
Ausdrücke von der Form x = a . lui mit Hilfe eines recht- 
winkligen Dreiecks konstruieren. Z. B. ist x = ay5 

= yäJ+lä^ 

8. Ist in Fig. 86 AC = a, so erhält man für CO 

den Wert V a-' + ^ = i/^ a . 15 ; danu ist C F = C D 
= —15- ' = ~{fE — 1). Der Ausdruck x = 

a r 

~Q (r^ — 1) s^g't demnach aus, dass x der Maior der 

stetig geteilten a ist. 

9. Zusammengesetzte Ausdrücke werden so umge- 
staltet, dass sie aus mehreren einfachen Formen be- 

st^h^^- ab c 

Erstes Beispiel . x = abc : d-. Man hat x = — r r- 

d d 
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ab 

Setzt man — = y und bestimmt y nach Nr. 2, so ist 



Zweites Beispiel .x = — '^"l'l/"!""'" ^^ 



Man 



findet x = -|+|/(^) + (by2)2. 

Ermittle y = b y2 nach Nr. 4, suche alsdann 

z = 1/ [ - - j -f J^ ebenfalls mittelst Nr. 4 ; nun ist 
a 

§ 129. Untersnchung des für x gefundenen Ausdrucks. 

1. Unmöglich ist die Aufgabe, wenn der für x ge- 
fimdene Wert a) niclit innerhalb der für die fragliche 
iStrecke vorhandenen Grenzen fällt; b) negativ ist, 
während die gesuchte Strecke eine absolute Grösse sein 
soll; c) imaginär ist. 

2. Ein negativer Wert für die Unbekannte x ist 
nur in dem Fall brauchbar, wenn die Lage der frag- 
lichen Strecke in entgegengesetzter Richtmig auch den 
Bedingimgen der Aufgabe genügt. 

3. Da jede quadratische Gleichung zwei Wurzeln 
hat, so ist in solchen Fällen eine weitere Untersuchung 
anzustellen, ob beide Werte des x der vorliegenden 
Aufgabe entsprechen oder niu* einer. Ein ausgeschlossener 
Wert genügt meistens einer verwandten Aufgabe oder 
der vorliegenden Aufgabe in allgemeinerer Fassung. 

§ 130. Aufgaben. 

1. Beispiel. C ist die Mitte der Strecke AB. 
^lan hat über AB, AC und BC als Durchmesser Halb- 
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kreise naßh derselben Seite errichtet. Es soll der Kreis 
konstruiert werden, welcher die drei Halbkreise be- 
rührt. — Fig. 109. 

Analysis. Es sei E der 
Mittelpunkt des gesuchten Krei- 
ses. Dieser wird den Halbkreis 
AB in dem Pimkte D berühren, 
wolier es kommt, dass CED eine 
Gerade ist. Halbiert man AC 
in F, so geht FE durch den 
Berühnmgspimkt der beiden Kreise F und E. Nun weixle 
der Radius AF mit r, der Radius ED mit x bezeichnet. 
In dem rechtwinkligen A EFC ist (r+ x)2 = r^ + (2r 
— x)2 oder r^ + x^ -f 2 rx = r^ -f 4r2 + x^ — 4rx. Hier- 
aus x=2/^r, woraus die einfache Konstruktion folgt. 

2. Beispiel. Das Trapez AB CD durch die Gerade 
parallel den Grundseiten zu halbieren. — Fig. 110. — 

Analysis. Es sei EF 
die gesuchte Halbierungslinie. 
Verlängere BA und CD bis 
zum Schnitt in G. Man be-i 
zeichne die Strecken GA, GE, 
GB mit a, x, b. Die Dreiecke \ 
GBC, GEF, GAD sind ähnhch; V 
ihre Inhalte verhalten sich 
wie die Quadrate homologer 
Seiten , daher G B C : G E F 

:GAD = b2:x2:a2; folglich verhält sich auch (GBC 
— GEF) : (GEF — GAD) = (b — x2) : (x^ — a2). Weü 
aber EF das Trapez halbieren soll, geht die Pro- 
X)ortion in die Gleichimg über b^ — x^ = x^ — a^. Die 




'a,2 -I- b^ 
Auflösimg derselben liefert den Wert x = |/ * — 
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Konstruktion. Errichte das Lot BL auf BG und 
mache es gleich AGr. Die Yerbindungsstrecke GrL ist gleich 

Va^-l-b^. Beschreibe über GL als Durchmesser den 
Halbkreis und errichte auf GL das Mittellot; beide 
Linien treffen sich in K. Um G schlage einen Kreis 
mit GK; dieser schneidet GB in E, ziehe durch E die 
Parallele zu BC, welche CD in F schneidet, so ist EF 

die verlangte Gerade. 

S.Beispiel. In dem Kreise 
wurde der Durchmesser AB 
gezogen, und der eine Halb- 
kreis in C halbiert. Man soll 
^ durch C eine den Durchmesser 
in E und den anderen Halb- 
kreis in F schneidende Gerade 
so ziehen, dass EF=a werde. 
Analysis. Fig. 111. Es 
sei CEF die gesuchte Gerade. 
Man bezeichnet OC mit r, CE mit y, OE mit x. Das 
rechtwinklige /\ CEO liefert die Beziehung y^ = 
1.2 _|_ x2. In dem Punkte E schneiden sich die Sehnen 
CF und AB ; mithin gilt die Eelation ay = (r + x) (r — x) 
= r^ — x^. Addiert man beide Gleichungen, so kommt 
y2 -f ay = 2 r2 ; folglich ist 

Weü die Strecke y eine absolute Grösse ist, ist das 

negative Zeichen vor der Wurzel nicht brauchbar. 

Konstruktion. Ziehe CB. Diese Strecke ist gleich 

/— a 

r.y2; errichte das Lot BK auf CB gleich -— und 




a2 



verbinde C mit K, welche Strecke gleich 1/^ -f ^r^ 
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sein wird. Yoii KC ziehe KL = — - ab, so ist der 

2 ' 

Elest CL = CE = y. Beschreibe mit y um C einen 
Bogen, der AB in E schneidet, ziehe CE mit Yer- 
längenmg. Es ist CEF die gewünschte Gerade. 

Bemerkimg. Der um C mit y als Radius be- 
schriebene Kreisbogen schneidet AB noch in einem 
zweite Q Punkte dessen Yerbindungslinie mit C eben- 
falls eine Lösimg der Aufgabe darstellt. 




Untersuchung. Da |/— ;-+2r2 immer grösser 
als - ist, so kann der Ausdruck für y niemals negativ 

Li 

werden. Der um C mit y beschriebene Bogen muss 
den Diu'chmesser AB schneiden, woher es kommt, dass 
y nicht kleiner als r sein darf. Unmöglich wird so- 

mit die Aufgabe, wenn ö""!"!^ +2r2<^r ist, 

1 / a'^ a 

oder 1/ - + 2 r^ <<; r -f — ; quadriert : 



4 O 

a^ _ . , a^ 



^ +2r2<r^'+ — + ar; 

hieraus folgt r^ <; ar, oder auch r <<; a; ein Resultat, 
das durch eine geometrische Betrachtimg sofort ge- 
wonnen wird. 

§ 131. Uebungen. 

1. Die Strecke AB stetig zu teilen. 

2. Die Strecke AB in C so zu teilen, dass AC . BC 
= s® werde. 

3. Desgleichen, dass AC^4-BC^ = s^ werde. 

4. Gleichseitiges ^ ^ aus a + h. 

5. Das /^ ABC in ein gleichseitiges zu verwandeln. 

6. Ein Quadrat zu zeichnen aus e -f a oder e — a. 
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7. Rechteck aus F und a 4- b, bezw. a — b. 

8. Das Z ABC in ein anderes zu verwandeln, das 
dem gegebenen / DEF ähnlich ist. 

9. Das /^^ ABC durch eine Gerade parallel L in zwei 
Teile zu zerlegen, die sich wie m : n verhalten. 

10. In einen Quadranten den Inkreis zu zeichnen. 

11. In das Quadrat AB CD ein anderes Quadrat zu 
zeichnen, dessen Seite = s ist. 

12. Um das Rechteck AB CD ein anderes zu be- 
schreiben, dessen Seiten von denen des ersten überall 
gleich weit abstehen, so dass der Rahmen das m- fache 
des gegebenen Rechtecks ist. 

13. In das rechtwinklige /^^ ABC ein Quadrat einzu- 
beschreiben, so dass zwei Ecken auf die Hypotenuse fallen. 

14. In das A ABC ein Quadrat einzubeschreiben. 

15. In das A ABC ein Rechteck einzubeschreiben, 
dessen Inhalt gegeben ist. 

16. Desgleichen, dessen Umfang gegeben ist. 

17. In dem Kreise ist der Durchmesser AB ge- 
zogen, in B ist die Tangente an den Kreis gelegt. Man 
soll durch A eine den Kreis in E und die Tangente 
in F schneidende Linie so ziehen, dass EF = a werde. 
(ApoUonius: de inclinationibus.) 

18. Einen Kreis zu beschreiben, der durch die Punkte 
A, B geht und auö der Geraden L eine Sehne = s aus- 
schneidet. 

19. In dem Kreis O wurde die Sehne AB gezogen 
und der kleinere Bogen in C halbiert. Man soll durch 
C eine die Sehne in E und den grösseren Bogen in F 
schneidende Linie zo ziehen, dass EF = a werde. 

20. /, aus a, r, wa. 

21. Das Trapez AB CD durch eine Gerade parallel 
den Grundseiten in zwei Teile, die sich wie m:n ver- 
halten, zu teilen. 
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